Unidad 2
Fcuaciones de Maxwell
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1. Ecuaciones de Maxwell para el espacio vacio

1.1. Cargas eléctricas

La materia estd constituida por diferentes tipos de particulas elementales, algunas de las
cuales poseen una carga eléctrica positiva o negativa. Dos postulados importantes surgen de la
observacion experimental:

- En un sistema aislado la carga eléctrica total se conserva.

- La carga eléctrica esta cuantizada en multiplos enteros de la carga electronica e =

1,6 x 1071 [C].
Si bien la carga eléctrica es discreta, se define la densidad volumétrica de carga como
Aq
= lim — 1
Po= %o Av’ (1)

donde Agq es la cantidad de carga contenida en el volumen Av. Aunque en la practica conside-
raremos valido tomar el limite Av — 0, debemos tener en cuenta que este no puede disminuir
a un valor tal que contenga sélo un nimero muy pequeno de cargas, pues de esa forma se ma-
nifestarian las fluctuaciones atémicas y evidentemente la densidad ya no podria considerarse
una funcién continua. En forma andaloga, si la carga esta distribuida en una superficie o en una
linea, se definen las densidades correspondientes como

AV

E - e .
., Ag

po= lim —= (3)

Para representar matematicamente la “distribucion volumétrica” de una carga puntual, o
a una distribucion superficial o lineal de carga, es 1til introducir la funciéon delta de Dirac.
En una dimensién y para un determinado punto zy, esta funcién se expresa como d(z — o) y
se define mediante las siguientes propiedades:

1)
b
/ 0(rx—x9)dr = 1 si xzg€ [a,b] (4)

b
/ 0z —x9)dr = 0 si xzg¢|a,b] (5)



/f 0z —x9) der = f(xg) si xg € |a,b (6)
/f 0z —x9)dx = 0 si o ¢ [a,b] (7)

En otras palabras, se puede decir que la delta de Dirac es una funcién de muestreo para f(z).
Para 3 dimensiones la delta de Dirac §(r — ry) cumple con

/‘/6(1' —rg)dv = 1 si V contiene a rg (8)
/V(F(r —19)dv = 0 si V no contiene a r 9)
y
/Vf(r)ci(r —19) dv = f(rg) si V contiene a r (10)
/Vf(r)é(r —rg)dv = 0 si V no contiene a ry. (11)

Para los tres sistemas principales de coordenadas ortogonales se puede demostrar que

d(r—rg) = d(x—m0)0(y —yo)o(z — 20) (Cartesianas) (12)
d(r—ry) = %5(p — 00)0(¢d — P0)d(z — 20) (Circulares cilindricas) (13)
S(r—15) = @5@ —10)5(0 — 00)5(6 — 6o)  (Esféricas). (14)

Para una carga puntual ¢ situada en ry representamos su densidad volumétrica como

puo(r) = ¢d(r —10), (15)

y usando las propiedades de la delta de Dirac podemos probar que

q= / pu(r) dv  si V contiene a ry. (16)
v

Otro ejemplo (en coordenadas cartesianas) es una carga ¢ distribuida uniformemente sobre un
plano rectangular situado a zy constante y con dimensiones Az y Ay. En este caso la densidad
volumétrica de esta distribucion superficial estara dada por

pulr) = M‘-’Ay&z—%). (17)

Por otro lado, si la carga se distribuye uniformemente a lo largo de un segmento de longitud
Az paralelo al eje z que atraviesa el punto (g, yo), entonces

pulr) = 2=0(z = 70)d(y = o). (18)

En ambos casos, integrando en todo el espacio (integral de volumen) se obtiene como resultado
q. Notar que para describir las densidades superficial y lineal en estos dos ultimos ejemplos, no
es necesario utilizar la funcién delta de Dirac pues ps = - Ay Y L= A » respectivamente.
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1.2. Fuerza de Lorentz

La fuerza F i (repulsiva o atractiva) que ejerce una carga puntual @) sobre otra carga puntual
q viene dada por la ley de Coulomb

qQ

AregR2’

FE = apr (19)

donde R es la distancia de separacion entre ambas cargas, ag es un vector unitario dirigido de
Qaqye =1072/36m [F/m] es una constante llamada permitividad del espacio vacio.
Debemos destacar que (19) sigue una ley en la cual la fuerza se atenia con la inversa del
cuadrado de la distancia. Otra forma de tratar con el mismo problema, consiste en definir la
intensidad de campo eléctrico E producido por la carga puntual () en el punto del espacio

que ocupa ¢ como

E = ar (20)

dregR?

Este campo generado por @ llena todo el espacio. Tomando en cuenta las ecuaciones (19) y
(20) podemos comprobar que la carga de prueba g experimentard un fuerza

De esta forma en lo que sigue, en lugar de referirnos a las fuerzas que se ejercen mutuamente
conjuntos o distribuciones de carga, nos enfocaremos en el campo eléctrico producido por las
mismas.

Otro campo, denominado campo magnético B o densidad de flujo magnético, también
es capaz de afectar el estado de movimiento de una carga puntual. La fuerza que experimenta
una carga de prueba ¢ que se mueve a una velocidad v esta dada por

Fp=qv xB. (22)

La ley de Fuerzas de Lorentz se obtiene sumando las dos contribuciones (21) y (22)

F=Fp+Fp=qE+vxB)| (23)

Notemos que la fuerza Fg tiene la misma direccién que el campo eléctrico E, mientras que Fg
es perpendicular tanto a la velocidad v como al campo magnético B.

1.3. Ley de Gauss para campos eléctricos

La ley de Gauss para campos eléctricos establece que el flujo total de E a través de
una superficie cerrada S que limita a un volumen V', es proporcional a la carga ¢ encerrada por

esta superficie
) -ds= [ podo—a| (24)
S 1%

donde p, es la densidad de carga eléctrica por unidad de volumen. La expresiéon anterior es
valida para el campo eléctrico en el espacio vacio, en el cual sélo estan presentes distribuciones
de carga eléctrica estaticas o en movimiento (la expresion “espacio vacio” se refiere a que no
estdn presentes materiales dieléctricos o magnéticos). Un concepto importante es que la ley de
Gauss debe cumplirse para todas las superficies cerradas que sea posible construir entorno a q.

Las aplicaciones précticas de (24) se limitan a casos en los cuales hay simetria. Consideremos
por ejemplo el caso de una distribucién lineal uniforme de carga p; de longitud infinita como
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Figura 1: Superficie Gaussiana cilindrica de longitud [ y radio p, que rodeando a un segmento
finito perteneciente a una distribucion lineal uniforme de carga eléctrica.

se muestra en la figura 1. Debido a un criterio de simetria, es posible demostrar que el campo
eléctrico tendrd una tnica componente E = a,F,. Si elegimos como superficie Gaussiana
a un cilindro cerrado de longitud [ y radio p cuyo eje coincide con la distribuciéon de carga,
entonces el campo eléctrico radial tendra una magnitud constante sobre su superficie periférica.
Aplicando la ley de Gauss (24) obtenemos

feoapEp cayds = /pl dl
S !

eE2mpl = pil, (25)

donde podemos apreciar que la contribucion al flujo de las tapas del cilindro es cero (el cam-
po eléctrico es tangente a estas superficies) y, debido al tipo de distribucién considerada, la
carga total se ha representado por una integral de linea. Reescribiendo la ecuacién anterior (y
considerando que el campo es radial) podemos obtener una expresién para el campo eléctrico

Pl
2meop

E=a, (26)

Por otro lado, notemos que para el caso de una carga puntual (), eligiendo una superficie
Gaussiana esférica centrada en el punto ocupado por dicha carga (por simetria el campo debe
ser radial), es posible obtener mediante la ley de Gauss la expresién para el campo eléctrico
(20).

Finalmente, usando el teorema de la divergencia en la integral de superficie del lado izquierdo
de la ecuacién (24) obtenemos

f’; (E) - ds — /V V- (E) dv /V py dv. (27)

Como las dos tltimas integrales son validas para volimenes de cualquier tamano y forma, se
deduce que los integrandos deben ser iguales

V- (6E) = py . (28)

La expresién anterior es conocida como la forma diferencial de la ley de Gauss para
campos eléctricos y es una de las cuatro ecuaciones de Maxwell para el espacio vacio.
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1.4. Ley de Gauss para campos magnéticos

La ley de Gauss para campos magnéticos establece que el flujo total de B a través de
cualquier superficie cerrada S siempre es cero

ﬁB.ds:o. (29)

Esto se debe a que las lineas de flujo del campo magnético se cierran sobre si mismas ya que
no existen carga magnéticas o monopolos magnéticos.

Al igual que en la seccion anterior, usando el teorema de la divergencia podemos obtener la
expresion diferencial correspondiente

vV-B=0] (30)

1.5. Ley de Ampere

En el espacio vacio los campos magnéticos son originados tanto por campos eléctricos que
varian en el tiempo como por cargas en movimiento. Entonces es util definir el vector densidad
de corriente J como

J=pyv. (31)

En la expresién anterior v(uq, us.us,t) es la velocidad promedio de las cargas dentro de un
volumen diferencial dv en el entorno del punto P(uy, ug.u3).
En el espacio vacio, los campos B y E estdn relacionados a través de la ley de Ampere

B d
—~dl—/J~ds+—/eE~ds, 32
1 Mo S dt S(O) (32)

donde [ representa un camino cerrado que limita a Sy la constante po = 47 x 1077 [H/m] es la

permeabilidad del espacio vacio. Esta identidad es otra de las leyes integrales de Maxwell.

Por convencién, la regla de la mano derecha es empleada para elegir la orientacion de ds y el

sentido positivo de integracién con el que se calcula la circulacién del lado izquierdo de (32).
Para comprender mejor la expresion (32) la reescribimos como

B oa—is e (33)
1 Ho dt
donde i es la corriente eléctrica total y @ el flujo neto del campo ey E que atraviesan la superficie
S. La variacion temporal de @ se denomina corriente de desplazamiento. En definitiva
la ley de Ampere nos dice que, en el vacid, la circulacién del campo magnético B a lo largo
de la trayectoria cerrada [, es igual a la corriente total (la corriente de conveccién ¢ mas la de
desplazamiento %) que atraviesa la superficie S limitada por .

La necesidad de introducir el concepto de corriente de desplazamiento se puede justificar
considerando los siguientes ejemplos. Primero supongamos que tenemos un cable metdlico de
longitud infinita que conduce una corriente estacionaria i (en este caso a ¢ se la denomina
corriente de conduccién) como muestra la figura 2 (a). Si la corriente de desplazamiento es
cero (el campo eléctrico es estacionario), podemos deducir usando la ley de Ampere (33) que el
campo magnético fuera del cable serd

ol
B = —a¢,%, (34)
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(a) (b)

Figura 2: (a) A la izquierda se representa el campo magnético en torno a un cable lineal
que conduce una corriente estacionaria i. (b) A la derecha se muestra un capacitor de placas
paralelas que esta siendo cargado por una corriente constante. Notar que las superficies Sy y
S5 estan limitadas por la misma trayectoria cerrada .

donde, debido a la simetria cilindrica del problema, se ha realizado la integral de linea a lo
largo de un circulo centrado en el conductor (considere que el conductor coincide con el eje z y
que la corriente se traslada en el sentido negativo de esta variable). Notemos que la magnitud
del campo se atenuia con una ley de inversa de la distancia radial.

Modifiquemos ahora el problema anterior introduciendo un capacitor de placas paralelas
como se muestra en la figura 2 (b) (consideremos por simplicidad que no hay efectos de borde
y por lo tanto el campo eléctrico entre las placas del capacitor es uniforme). Si tomamos la
circulacién entorno al cable y consideramos la corriente de conduccién que atraviesa la superficie
Si, el campo magnético estard dado nuevamente por (34). Por otro lado, observemos que la
misma trayectoria cerrada [ contiene la superficie Sy, la cual sdlo estd atravesada por la corriente
de desplazamiento originada en el capacitor (la corriente de conduccién es cero entre las placas
del capacitor). Usando la ley de Gauss (24) es facil mostrar que esta corriente de desplazamiento
es igual a 7. Esto se logra suponiendo que el campo eléctrico es cero fuera del capacitor y que las
placas estén cargadas uniformemente. Entonces, tomando como superficie Gaussiana (cerrada)
a S =25+ 5, obtenemos

d d dq

E 5 <€0E) cds = — (EoE) - ds

dt Js —ar " (3)

ya que la integral sobre S; es cero. De esta forma, ya sea que se tome S; o Ss, sigue siendo
valido el resultado (34).

Originalmente la ley de Ampere se postuld sin tomar en cuenta la contribucién de la corrien-
te de desplazamiento, lo que lleva a una paradoja cuando se considera un problema como el
anterior. La contribucién maés importante que hizo Maxwell al electromagnetismo fue la intro-
duccion de este nuevo término, lo que permitié unificar las teorias de electricidad y magnetismo
asi como predecir la existencia y propagacion de ondas electromagnéticas en el vacio.

Finalmente, usando el teorema de Stokes, podemos escribir la ley de Ampere en su forma
diferencial como

B . 8(€0E)
V x 0 =J+ ot )

(36)

donde la derivada total original se ha sustituido por una derivada parcial, pues el campo eléctrico
depende tanto de variables espaciales como del tiempo. De hecho, notemos que en la expresién
integral (32) se usa una derivada total ya que el flujo de campo eléctrico sélo depende de t.
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1.6. Ley de Faraday

A la ecuacién integral de Maxwell

d ddg
E-dl=——— [B-ds=—-——=
fi dt/s S dt | (37)

se le llama ley de Faraday. También se la conoce como la ley de fuerza electromotriz
inducida, donde la integral de linea del lado izquierdo de (37) es la denominada fuerza electro-
motriz €. Al igual que la ley de Ampere, la trayectoria [ contiene a la superficie S a través de
la cual se mide el flujo ®p. La ecuacion (37) nos dice que un campo magnético que varia en el
tiempo es capaz de inducir un campo eléctrico no conservativo (la circulacién de E es diferente
de cero). Este es el principio de funcionamiento de muchos dispositivos tecnolégicos como los
dinamos o los transformadores.

Si intercambiamos el rol de los campos eléctrico y magnético, las estructuras de las leyes
(32) v (37) lucen similares. No obstante podemos observar dos diferencias muy importantes.
En primer lugar en el lado derecho de la ley de Faraday no aparece ningin tipo de corriente de
conveccién o conduccion. Como hemos discutido anteriormente, esto se debe a que no existen
carga magnéticas o monopolos magnéticos. Por otro lado, en la ecuacién (37) aparece un signo
negativo vinculando la circulacion del campo eléctrico y el flujo magnético total. Esto indica
que el campo eléctrico inducido se opone a la tendencia de la corriente a aumentar, lo que lleva
al concepto de autoinductancia.

Nuevamente, usando el teorema de Stokes en la ecuacién (37), podemos escribir la ley de
Faraday en forma diferencial

OB
VxE=——| (38)

1.7. Ecuacion de continuidad

Debido al postulado de conservacién de la carga, la densidad de corriente esta vinculada
a la densidad de carga eléctrica en cada punto del espacio. Para comprobar esta afirmacion,
tomemos la divergencia en ambos miembros de la ley de Ampere (36)

B IV - (eE)]
VI VX—|=V-J4+ —F7—-=. 39
(7x2)=vea+ 2 (39)
Considerando ahora (28) y que la divergencia de un rotor siempre es cero, obtenemos
dp
J+—==0 40
VeIt (40)

la cual se conoce como la ecuacién de continuidad.
La ecuacion (40) puede comprenderse mejor si la expresamos en forma integral. Integrando
en un volumen V' obtenemos

/V(V-J) dv:—% Vpdv. (41)

El lado izquierdo de esta expresion puede reescribirse como una integral de superficie usando el
teorema de la divergencia, mientras que la integral del lado derecho es la carga total contenida

dentro del volumen V' al tiempo ¢
dgq

j{}J -ds = - (42)
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La relacién anterior expresa el principio de conservacién de la carga eléctrica: la integral de J
cuantifica la cantidad de carga que escapa por unidad de tiempo a través de la superficie 9, la
cual debe ser igual a (menos) la variacién temporal de la carga contenida en V.

1.8. Resumen

Las ecuaciones de Maxwell para el espacio vacio, tanto en su forma integral como
diferencial, estan resumidas a continuacién:

- Formas integrales

j{ (eoE) -ds = ¢ (Ley de Gauss para el campo eléctrico)
s
]{ B-ds=0 (Ley de Gauss para el campo magnético)
s
B d N
—dl= [ J-ds+ — [ (eE)-ds (Ley de Ampere) (43)
Ho s dt Js
d
?{E cdl=—— / B-ds (Ley de Faraday)
I dt Js

- Formas diferenciales

V- («E) = p, (Ley de Gauss para el campo eléctrico)
V-B=0 (Ley de Gauss para el campo magnético) (44)
B d(eE
V x o J %Ot ) (Ley de Ampere)
0B
VXxE= 5 (Ley de Faraday)

1.9. Formas compleja y armonicas en el tiempo

Las soluciones sinusoidales de estado estable o arménicas en el tiempo de las ecuacio-
nes de Maxwell, son de gran importancia para la teoria electromagnética. Estas se obtienen
cuando las fuentes, constituidas por densidades de carga y corriente eléctricas, varian en forma
sinusoidal en el tiempo.

Si se ha llegado a un estado estacionario, entonces es posible encontrar soluciones de las
ecuaciones de Maxwell por medio del método de separacion de variables: los campos seran
igual al producto entre una funcion de las variables espaciales y otra funciéon que tnicamente
depende del tiempo. Conviene incluso formular el problema en forma compleja, en donde la
parte temporal puede representarse por el factor /!, siendo w la frecuencia angular con la
cual oscilan las fuentes. En esta descripcion los campos eléctricos y magnéticos, asi como las
densidades de carga y corriente, deben reemplazarse como sigue:

E(u1, uz, us, t) — E<U1,UQ,U3) ewt

B(uy, ug, us, t) — E(ul,u27u3) et (45)
J(u1, ug, us, t) — j(ul,u2,u3) elwt

polur, ug,uz, t) == py(ur, u, uz) €.



Si insertamos estas soluciones en las ecuaciones diferenciales de Maxwell para el vacio (44)
obtenemos

V- (B ) = p, et

V-Be*) = 0 (46)
D jwt o 0wt
v « <Be ) _ Jejwt+6(eoEe )
Ho ot
o d(B et)
Vx(ESH = ———— 2,
x (E ") e

Note que los operadores nabla sélo actiian sobre las funciones complejas E(ul, Ug, U3) ¥ B(ul, Us, U3)
que dependen de las variables espaciales, mientras que 9/0t sélo afecta al factor e/“t. Por lo
tanto, después de derivar en el tiempo y cancelar los factores e/“*, las ecuaciones (46) quedan

V- (eB) = 4,

V-B =0 (47)
B . R
Vx— =1J +jW€0E
Ho
VxE = —ij.

Estas son las formas complejas armoénicas en el tiempo de las ecuaciones de Maxwell
para el espacio vacio. Luego de encontrar las soluciones E y B que satisfacen (47), los campos
eléctricos y magnéticos se obtienen tomando la parte real del producto entre estas cantidades
y el factor e/*t:

E(uy,us,u3,t) = Re [E(Ul,UQ,Ug) ej“t] (48)

B(uy, us, us, t) Re [B('U,l,UQ,Ug) ej“’t] . (49)
Un proceso similar también permite escribir las formas complejas armonicas en el tiempo de
las ecuaciones integrales de Maxwell.

2. Ecuaciones de Maxwell para medios materiales

Debido a que los materiales estan compuestos por atomos, los cuales a su vez estan cons-
tituidos por particulas cargadas positivamente (protones) y negativamente (electrones), las
distribuciones espaciales o el estado de movimiento de estas particulas se ven afectados por
los campos eléctricos y magnéticos aplicados. Es necesario entonces realizar modificaciones en
las ecuaciones de Maxwell, para obtener expresiones generales que sirvan tanto para predecir
los campos electromagnéticos en el vacio como en el interior de un medio material. La clave
para lograr esto consiste en postular modelos que describan la conductividad y la polarizacion
eléctricas, asi como la polarizacion magnética de los materiales.

2.1. Conductividad eléctrica en metales

La descripcién mas simple del fenémeno de conduccién eléctrica en un medio material puede
darse a través del modelo colisional de Drude. Cuando los atomos de una dado elemento
son agrupados para formar un metal, los electrones de valencia son capaces de deslocalizarse



quedando libres para moverse dentro de la estructura cristalina. A este sistema se lo denomina
gas de electrones libres. Estos electrones no pueden abandonar el material ya que las paredes
del mismo se comportan como las paredes de un recipiente que contiene a un gas atomico
o molecular. En equilibrio y en ausencia de fuerzas externas, la velocidad promedio de las
particulas serd cero (aunque la velocidad promedio de los electrones es cero, v = 0, el promedio
de su médulo no lo es, |[v| # 0). Para explicar la conduccién eléctrica en metales, Drude
modificé esta vision ideal al suponer que los electrones son capaces de colisionar con los iones
positivos de la red (los dtomos que han quedado ionizados luego de perder el electrén de
valencia). Dos conjeturas son realizadas en este modelo colisional. En primer lugar, se supone
que en promedio un electrén interaccionara con un ion cada un cierto tiempo 7.. Por otro lado,
que estas colisiones son capaces de alterar el estado de movimiento de las particulas en forma
aleatoria, de tal manera que las velocidades de los electrones antes y después de un evento de
choque estan totalmente descorrelacionadas.

Cuando un campo eléctrico estatico es aplicado, los electrones de masa m experimentan una

fuerza de Lorentz igual a Fgp = —eE. De acuerdo a la segunda ley de Newton tenemos que
TVd _ . g, (50)
TC

donde vy es la velocidad de deriva promedio que alcanzan los electrones durante el tiempo 7,
(note que se ha tomado en cuenta que en promedio la velocidad inicial serd cero). Despejando
la velocidad obtenemos

Vg = _Tep— — e E, (51)
m
donde . = <= es el coeficiente de movilidad de los electrones. La densidad de corriente eléctrica,

m
se puede determinar suponiendo que en el metal hay una densidad n de electrones de conduccion

por unidad de volumen

ne’r,

J=—nevy = E. (52)

m

Esta relacion lineal entre el campo E y la densidad de corriente J se cumple para una gran
variedad de materiales conductores. En la forma

J=0E]| (53)
es conocida como la ley de Ohm, siendo

ne’r.
o =

54
— (54
la una constante denominada conductividad del material. Para un material anisétropo o
para campos eléctricos muy intensos, la relacién lineal entre J y E dejard de cumplirse. En
estos casos la conductividad eléctrica se representa mediante un tensor el cual en general puede
ser una funcién del campo E.

2.2. Polarizaciéon eléctrica

Cuando un campo eléctrico es aplicado a un dieléctrico (un material aislante cuya conduc-
tividad es casi nula), se inducen cambios en las distribuciones de carga atémicas o moleculares
que provocan variaciones significativas del campo eléctrico en interior del material. A este
fenémeno se lo denomina polarizacion eléctrica.

Existen varios tipos de polarizacién eléctrica entre los que podemos nombrar:
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Densidad electrénica

Figura 3: Esquema que muestra como se origina una carga de polarizacion.

- Polarizacion electrénica. Esta clase de polarizacién se produce como consecuencia de
la distorsién de las densidades de carga de los electrones del material que se encuentran
ligados a los nicleos atémicos. Su efecto es significativo dentro del rango de frecuencias
del espectro visible, entre 0,4 y 0,8 [pm)].

- Polarizacion ionica. En este caso el campo eléctrico externo causa que los iones positivos
de las moléculas del material se reubiquen y se orienten con el campo. Este tipo de
polarizacion es tipica a la frecuencia del infrarrojo.

- Polarizacién polar o de orientacién. Esta clase de polarizacion ocurre en materia-
les cuyas moléculas forman un dipolo permanente. Cuando se aplica un campo eléctrico
externo, los dipolos que se encontraban orientados al azar se alinean con el campo. Este
efecto es contrarrestado en parte por la agitacién térmica (que aumenta con la tempera-
tura) y la interaccién mutua entre las particulas. Un ejemplo de este tipo de polarizacion
es el agua.

- Polarizacién de carga espacial. Esta polarizacion se produce como consecuencia de
la acumulacion de carga eléctrica en las discontinuidades del material. Es comin a las
frecuencias de radio en materiales con conductividad eléctrica apreciable.

El concepto de dipolo eléctrico es esencial para entender la polarizacion eléctrica de un
material. Un dipolo elemental esta constituido por dos cargas puntuales de igual magnitud pero
distinto signo, ¢ y —q, separadas una distancia d;. Se define su impulso o momento dipolar
eléctrico como

pi = qd;, (55)

donde d; es un vector de modulo d; que estd dirigido desde la carga negativa a la positiva. Como
veremos mas adelante (en la unidad 3, en la seccién “Desarrollo multipolar del potencial eléctri-
co”), cualquier distribucién asimétrica de cargas también tiene asociado un momento dipolar
efectivo. De esta manera, cada una de las moléculas de un material polarizado contribuiran con
un momento p;. El momento dipolar promedio por unidad de volumen, denominado campo
de polarizacion eléctrica, se define como

1 Zzlil Pi
P=lm =80 (56)

donde N es el numero de dipolos contenidos en el elemento de volumen Aw.
Consideremos ahora un volumen arbitrario V' dentro de una material polarizado como mues-
tra la figura 3. Debido a que cada dipolo tiene una carga neta cero, aquellos que estén situados
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Figura 4: (Izquierda) Volumen tubular situado dentro de un dieléctrico cuya polarizacién P
es uniforme y paralela al eje del tubo. (Derecha) El mismo tubo pero ahora con un extremo
cortado en forma oblicua.

totalmente en el interior de dicho volumen no contribuiran a la formacién de un exceso de carga
ligada (o carga neta dentro de V). Por otro lado, si habrd una contribucién de los dipolos que
se encuentran atravesando la superficie S que encierra a V', ya que parte de la carga de estos
momentos estd situada dentro y parte fuera del volumen considerado. La carga total ligada o
de polarizacién ¢, dentro del volumen serd

—j{gP'ds:qp. (57)

Es posible realizar una demostracién heuristica de la expresién anterior (ver referencia [6],
pagina 170). Consideremos la figura 4 (izquierda), la cual representa un volumen tubular que
estd dentro de un dieléctrico cuya polarizacion P es uniforme y paralela al eje del tubo. El
momento dipolar de este elemento serd simplemente p = PAd, donde A es el area de la seccion
transversal y d la longitud del tubo. En términos de la carga ¢ acumulada en los extremos,
este mismo momento dipolar se puede escribir como p = ¢gd y por lo tanto tendremos que
q = PA. De esta forma la densidad de carga superficial serd p,, = 4 = P. Por otro lado, si un
extremo tiene un corte oblicuo [ver figura 4 (derecha)], entonces su drea A.,q estara dada por
A = Aenq cos(f). En este caso tendremos que la densidad de carga superficial serd igual a

_ 4
pSP_Ad

donde n es un versor normal a Ag,q. En un caso general, integrando es posible calcular la carga
total de polarizacién acumulada en una superficie cerrada,

qsp:]{Pspds:%P-nds:fP-ds. (59)
S S S

Finalmente, considerando que el material es neutro, vemos que la carga de polarizacion en su
interior serd g, = —qsp, lo que demuestra que la ecuacién (57) es correcta.

El signo menos en (57) puede justificarse si consideramos que un flujo positivo (P fluyendo
hacia afuera de S) contribuye con un exceso de carga negativa, o viceversa, contribuye con
una carga positiva si el flujo es negativo (P fluyendo hacia adentro de S). Usando el teorema
de la divergencia y suponiendo que hay una densidad de carga de polarizacién, p,, podemos
reescribir la expresion anterior como una integral de volumen

—/V~Pdv:/ppdv. (60)
v v

Como el volumen V' es arbitrario (podria ser incluso un diferencial de volumen) deducimos que
los integrandos deben ser iguales

= Pcos(d) =P -n, (58)

—V-P=p,| (61)
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La ecuacién (61) muestra que en los puntos del material polarizado en los cuales hay una
divergencia de P existe una densidad de carga que, aunque esté ligada, contribuye al campo
eléctrico total.

Finalmente, si el campo eléctrico aplicado varia en el tiempo también lo hara la polarizacién
del material, lo que da origen a un movimiento de cargas ligadas. Derivando la ecuacién (56)
respecto al ¢ obtenemos

oP - iy 85? — lm Ng 225\;1 d; od
Av—0

Jo, (62)

[ 1 — _— =
ot ando T Aw Av) ot N P+ o

donde d es el desplazamiento dipolar promedio y J, la densidad de corrientes de polari-
zacion eléctrica. Como veremos mas adelante, esta densidad

0P

T =30k

(63)

permitira modificar la ley de Ampere para que sea aplicable a los medios materiales.

2.3. Ley de Gauss para campos eléctricos y magnéticos

Como vimos anteriormente, en presencia de una campo eléctrico un material dieléctrico se
polariza originando una densidad de cargas de polarizacion. Esta densidad mas la densidad de
cargas libres da origen al campo eléctrico total dentro del material. De esta forma la expresién
diferencial de la ley de Gauss (28) puede escribirse como

V- (E) = pu+ py. (64)
Considerando la ecuacién (61), podemos reescribir la expresién anterior como
V- (eE+P)=p,. (65)

Definiendo ahora el campo de desplazamiento como

D=E+P)| (66)

la ecuacién (65) queda

¥ D=5] @)

La expresion diferencial anterior es la generalizacion de la ley de Gauss para campos eléctri-
cos en medios materiales. Usando el teorema de la divergencia, (67) puede escribirse en forma

integral como
fD-ds:/pvdv. (68)
S v

Los experimentos revelan que en muchos materiales isétropos hay una relacién lineal entre
el campo eléctrico y la polarizacién del dieléctrico

P = y.cE, (69)

donde al pardmetro adimensional y. se lo denomina susceptibilidad eléctrica. A partir de
la definicién de campo de desplazamiento y usando la ecuaciéon anterior podemos deducir que

D = (1+ x.)eoE = €E. (70)
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A e = (1 + xe)eo se la conoce como permitividad o constante dieléctrica de la regién.
Usando esta cantidad es posible reescribir la ley diferencial de Gauss (67) como

V- (E) = p,} (71)

la cual tiene la misma forma que en el vacio pero donde la permitividad ¢, ha sido sustituida
por €. Si el material no es lineal y es anisétropo (la polarizacién depende de la direccién en la
cual se aplica el campo), entonces la susceptibilidad y la permitividad ya no serdn constante
sino tensores que dependen del campo aplicado. Este tipo de situaciones no seran estudiadas
en este curso.

Los resultados obtenidos hasta el momento nos permiten estudiar la relajacién de carga en
un material conductor homogéneo de conductividad o y permitividad e. Si la distribucién de
carga inicial es p,(uy, us, us,0), entonces de acuerdo a la ecuacién de continuidad (40) y la ley
de Ohm (53) tenemos que
Ipy
ot

Usando ahora la ley de Gauss (71) la ecuacién anterior puede reescribirse como

V.- (cE)+

—0. (72)

op, o

la cual es una ecuacién diferencial de primer orden cuya solucién es
oy, g, U, 1) = py(uy, g, us, 0)e~ 0/, (74)

El resultado anterior muestra que, si en un conductor se acumula una densidad volumétrica de
carga, esta tenderd a cero exponencialmente con un tiempo de relajacién dado por 7 = €/o,
el cual es del orden de 1078 [seg] para los buenos conductores. Debido a la conservacién de la
carga y a las fuerzas de repulsién eléctricas, estas cargas fluiran a la superficie del conductor
donde residiran permanentemente (note que las cargas pueden permanecer indefinidamente en
la superficie ya que en el régimen estacionario el campo eléctrico es normal a esta).

Finalmente, considerando que no existen cargas magnéticas y que la aplicacién de un campo
eléctrico o magnético no es capaz de inducirlas, se concluye que la ley de Gauss para los campos
magnéticos tanto en su forma integral (29) como diferencial (30), continda siendo valida para
los medios materiales.

2.4. Polarizacién magnética

Cuando se aplica un campo magnético externo a un medio material, este puede adquirir una
propiedad denominada magnetizacion. Los materiales para los cuales esta magnetizacién se
opone al campo aplicado son denominados diamagnéticos, mientras que los que producen un
magnetizacion paralela al campo son llamados paramagnéticos. En ambos casos al retirar el
campo externo la magnetizacién desaparece. Otras sustancias, denominadas ferromagnéticas,
retienen un cierto grado de magnetizacion incluso cuando el campo aplicado ha sido removido.
El ejemplo tipico de un ferromagneto es el hierro (o aleaciones de hierro) con el cual se pueden
fabricar imanes permanentes.

Es posible describir estos fenémenos partiendo del concepto de momento magnético. Los
momentos magnéticos en un material pueden tener diferentes origenes: momentos orbitales
electrénicos y momentos intrinsecos de espin tanto de los electrones como de los nicleos
atémicos. Por simplicidad, tomaremos una vision clasica la cual consiste en suponer que todos
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Figura 5: Material magnetizado uniformemente. (a) A la izquierda se observan las corrientes
ligadas que originan los momentos magnéticos, y (b) a la derecha la corriente superficial no
cancelada.

estos momentos son orbitales y estan producidos por corrientes ligadas I que circulan alre-
dedor de trayectorias cerradas muy pequenas, cuya area diferencial es ds. Definimos entonces
el momento magnético como

m =] ds, (75)

donde podemos apreciar que m esta orientado en la misma direccion que el vector ds el cual
es perpendicular al drea ds (la orientacién de este tltimo se elige usando la regla de la mano
derecha, tomando en cuenta el sentido de circulacién de la corriente). Como se ha visto en
cursos anteriores de fisica basica, en presencia de un campo magnético aplicado estos momentos
experimentan un torque dado por

T =m x B. (76)

Esto hace que los momentos magnéticos se orienten con el campo. En un material real se origina
una competencia entre estas fuerzas que intentan alinear a los momentos con el campo, y la
tendencia al desorden producida por la agitacion térmica.

Al igual que para la polarizacién eléctrica, definimos la densidad de magnetizacién como

o i m
M= dm TR )

donde N es el numero de dipolos magnéticos contenidos en el elemento de volumen Av. Como
veremos pronto, las corrientes ligadas que originan estos momentos deben considerarse en la
ley de Ampere junto con las corrientes de cargas libres, pues ambas contribuyen a genera un
campo magnético.

Antes de modificar la ley de Ampere, lo primero que debemos hacer es expresar las densida-
des de corriente (ligadas) en términos del campo M. La figura 5 (a) muestra la distribucién de
corrientes ligadas para una lamina delgada de una material que ha sido magnetizado uniforme-
mente. Podemos observar que las corrientes interiores que pertenecen a trayectorias adyacentes
se cancelan. Como es mostrado en la figura 5 (b), s6lo una corriente superficial I sobrevive. Para
determinar la densidad de corrientes superficial asociada, J,,, razonamos como sigue. Conside-
remos que el espesor del material es t y su superficie mayor es S. Debido a que la magnetizacion
es uniforme podemos escribir que m = M St. Este mismo momento dipolar magnético es igual
am = IS, expresion a la que podemos llegar si consideramos que las corrientes interiores se
cancelan y que sélo la corriente superficial permanece. Igualando ambas expresiones llegamos
al resultado Jy,, = I/t = M. Esta ecuacién puede generalizarse como

Jon =M x n|, (78)
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Figura 6: Material con magnetizacion no uniforme. La figura muestra las corrientes ligadas y las
magnetizaciones de dos elementos de volumen adyacentes que estan desplazados uno respecto
del otro en (a) la direccién y y (b) la direccion z.

donde n es un vector unitario normal a la superficie por la que circula la corriente J,, (ver figu-
ra 5). Se puede demostrar que la ecuacién (78) es vélida incluso para campos de magnetizacién
no uniformes [6].

Cuando la magnetizacién no es uniforme las corrientes interiores no se cancelan. Esto da
origen a densidades de corrientes ligadas, J,,. Para encontrar una expresiéon que vincule estas
corrientes con el campo M procedemos como sigue [6]. La figura 6 (a) muestra las corrientes
y las magnetizaciones de dos elementos de volumen adyacentes. Notemos que se ha supuesto
que la componente z de M aumenta al desplazarse en la direccion positiva del eje y. Para cada
elemento de volumen tenemos que

IAzAy = m.(z,y,2) = M.(2,y, 2) AzAyAz, (79)

por lo que la corriente ligada es
I=M,/(z,y,2)Az. (80)

La corriente que fluye en la direccién x en la superficie que compaten los dos elementos de
volumen es

oM,
dy
Esta no es la tnica corriente en la direccién xz. Observando la figura 6 (b), podemos ver que

para esos dos elementos de volumen adyacentes también hay una contribucién a la corriente
dada por

I = [M.(z,y + Ay, z) — M.(z,y,2)] Az = AyAz. (81)

I = [My(z,y,2) — My(z,y, 2+ Az)| Ay = —aé\jy AzAy. (82)
La densidad neta de corriente en la direccién = sera entonces
Si se analizan las restantes componentes es posible concluir que
J,.=V xM| (84)
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2.5. Leyes de Ampere y Faraday

Sumadas a las corrientes de conveccién (o conduccién) y desplazamiento, en presencia de
medios materiales también debemos tener en cuenta las corrientes originadas por la polarizacion
y la magnetizacion del sistema. Como analizamos anteriormente, estas estan dadas por las
ecuaciones (63) y (84) respectivamente. Considerando entonces la densidad de corriente neta
que puede existir en un dado punto del espacio, la expresion diferencial de la ley de Ampere
(36) puede modificarse como

B d(eE) 0P
—=1J — M. 85
V x o + BT + 5 + V x (85)
Agrupando los términos obtenemos
B 8(€0E + P)
—— M) =+ ——". 86
v (- M) =g A0 (56)

Definiendo el campo de intensidad magnética como

B
Ho

H

— M|, (87)

y recordando la expresién para el vector de desplazamiento eléctrico (66), podemos reescribir
(86) como

oD
VxH=J+2-| (88)

Esta es la expresion diferencial de la ley de Ampere para medios materiales. La expresién
integral correspondiente se obtiene aplicando el teorema de Stokes

fH-dl:/J-deri/D-ds. (89)
! S dt Js

Para materiales isétropos y lineales se encuentra que

M = ., H, (90)

donde a x,, se la denomina susceptibilidad magnética del material. Usando la relacién
anterior y la definicién de H, es posible escribir una ecuaciéon que vincula a este campo con B

B = (14 xm)puoH = pH. (91)

A la cantidad g = (1 4 Xm)po se la conoce como permeabilidad del material. En el caso
mas general de que un material no sea lineal, la permeabilidad serd un tensor y dependera del
campo H.

Finalmente, notemos que las expresiones integral (37) y diferencial (38) de la ley de Faraday
para el espacio vacio, son las mismas que para los medios materiales. Esto se debe a que estas
expresiones no se ven afectadas por las cargas y las corrientes de polarizacion ni por las corrientes
de magnetizacién.
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2.6. Condiciones de frontera

En muchos problemas es necesario determinar como se comportan los campos electro-
magnéticos en las superficies o interacciones que separan dos medios materiales diferentes,
cada uno de ellos caracterizado por una permitividad €, una permeabilidad g y una conducti-
vidad o. Si se conocen soluciones particulares del campo en los dos materiales, aplicando estas
condiciones de frontera es posible obtener una solucién completa para todo el sistema. Para
encontrar esta relaciones usaremos las expresiones integrales de las ecuaciones de Maxwell para
medios materiales.

Dy ]
2 / . Regidn 1:
Regidn 1: (e1)
As ‘6h —=0
Region Region 2:
(e2) (e2)

(a) 7, (b)

Figura 7: (a) Superficie Gaussiana en forma de moneda usada para determinar la condicién de
frontera de la componente normal de D. (b) Vista de perfil.

Comenzamos estudiando cémo cambian las componentes normales de los campos elec-
tromagnéticos en una interaccion. Para ello usaremos una superficie Gaussiana en forma de
moneda como la mostrada en la figura 7, donde cada cara tiene un area As y el espesor es dh.
De acuerdo a la ley de Gauss (68)

D1 As — Do As + ®e = p, As Oh, (92)
donde ®y,; es igual al flujo lateral. Si definimos la densidad superficial de carga libre como

ps = lim p, oh, (93)

entonces dividiendo la expresién (92) por el drea As y tomando el limite 6h — 0 obtenemos

’Dnl - Dn2 = Ps | (94>

Notemos que al tomar el limite la contribucion del flujo lateral se anula. La ecuacién anterior es
la condicion de frontera para la componente normal del campo de desplazamiento.
La relacién (94) también puede escribirse como

n-(D; —Dy) =p,|, (95)

donde n es un vector unitario normal a la interaccién y que esta dirigido de la region 2 a la 1.
Hay dos casos particulares que son de gran interés. Si ambas regiones son dieléctricos per-
fectos (las conductividades o1 y o9 son cero), entonces no pueden haber cargas libre en la
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interaccion de manera que p, = 0. Esto implica que la componente normal del campo de
desplazamiento sera continua: D,;; = D5 0

1’1'D1:H‘D2. (96)

En términos del campo eléctrico esta misma expresion se puede escribir como €1 E,; = €3F,.
Por otro lado, si la regién 1 es un dieléctrico perfecto y la 2 es un conductor perfecto (o5 — 0),
entonces el campo eléctrico en el conductor sera cero, pues de otra manera las corrientes de
conduccién tenderian a infinito (considere la ley de Ohm). De esta forma la condicién de frontera
(95) queda

n-D; = p,. (97)

Aunque la regién 2 tenga una conductividad finita, la expresién anterior sigue siendo valida para
un problema de campo estatico, siempre y cuando no estén presentes corriente estacionarias.
Esto es asi pues de acuerdo a la ley de Ohm, el hecho de que no exista una corriente implica que
el campo eléctrico (y por tanto el campo de desplazamiento) serd nulo dentro del conductor.

Usando una superficie Gaussiana igual a la mostrada en la figura 7, podemos determinar
la condicion de frontera para la componente normal del campo magnético B. De
acuerdo a la ley de Gauss (29) obtenemos

n-B;=n-B,| (98)

la cual nos dice que la componente normal del campo magnético es continua en el limite que
separa a las dos regiones (sin embargo, en general la componente normal de H no es continua
en la interaccién).

Flujo de carriente
superficial

Regitn 2

Figura 8: Trayectoria de circulacién construida para relacionar las componentes tangenciales
de H en ambos lados de la interaccion.

Para determinar como se relacionan las componentes tangenciales de los campos elec-
tromagnéticos en una interaccién, usaremos las expresiones integrales de las leyes de Ampere
y Faraday para medios materiales. La figura 8 muestra una interaccion de perfil, en la cual se
ha elegido una trayectoria de circulacion rectangular de dimensiones Al y 6h. Usando la ley de
Ampere (89) obtenemos

oD,

HtlAl — HtQAl = (99)
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donde J,; y D, son las componentes de la densidad de corriente y el campo de desplazamiento,
que son normales a la superficie limitada por la trayectoria de circulacién elegida. Para escribir
la expresion anterior se ha despreciado la contribucion a la circulacion de los lateras de longitud
dh (en el limite con dh — 0 esta contribucién serd nula). Si definimos la densidad superficial
de corriente como

J, = lim J oh, (100)

0h—0
entonces dividiendo la expresién (99) por la longitud Al y tomando el limite 64 — 0 obtenemos
|Hy — Hip = Jow | (101)

La ecuacién anterior es la condicién de frontera para la componente tangencial del
campo H. La expresién (101) también puede escribirse como

n X (Hl—Hg):Js , (102)

donde n es un vector unitario normal a la interaccién y que esta dirigido de la region 2 a la 1.

Como antes consideremos dos casos en los cuales se aplica (102). En primer lugar, supon-
gamos que ambas regiones tienen conductividad finita. En este caso solo tenemos una corriente
eléctrica distribuida en todo el volumen, y no una densidad superficial finita localizada en la
frontera entre ambos materiales. De este modo

n X H1 =n X HQ. (103)

Por lo tanto la componente tangencial del campo H es continua. Por otro lado, si la region 2
es un conductor perfecto entonces, como vimos anteriormente, el campo eléctrico en el interior
serd nulo. De acuerdo a la expresién arménica compleja de la ley de Faraday (47), esto implica
que para frecuencias mayores que cero los campos B y H también seran nulos (demuestre esta
afirmacion). De esta forma la condicién de frontera (102) quedard

nxH; =1J, (104)

Razonando en forma similar y usando la figura 8 como referencia, la ley integral de Faraday
(37) nos permite determinar la condicién de frontera para la componente tangencial
del campo E

HXElanEQ. (105)

La ecuacién anterior expresa que la componente tangencial del campo eléctrico siempre es
continua en una interaccion.

2.7. Resumen

En resumen, las ecuaciones de Maxwell para los medios materiales tanto en su forma
integral como diferencial son:

- Formas integrales

7{ D-ds=q (Ley de Gauss para el campo de desplazamiento)
S
]{ B-ds=0 (Ley de Gauss para el campo magnético)

s

d
H.-dl= / J-ds+ — / D -ds (Ley de Ampere) (106)
! s dt Js
d

]{E cdl=—— [ B-ds (Ley de Faraday)

! dt Js
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3.

[1].

- Formas diferenciales

V-D =p, (Ley de Gauss para el campo de desplazamiento)
V-B=0 (Ley de Gauss para el campo magnético) (107)
oD
VxH=J+ yr (Ley de Ampere)
0B
VXE= 5 (Ley de Faraday)

Y las condiciones de frontera son:

- Componentes normales
n'<D1_D2) = Ps
n-(B;—By) = 0
- Componentes tangenciales

nX(Hl—HQ) = JS
nX(El—Eg) =0

Sistema de unidades

El sistema de unidades que usaremos en este curso es el mks en su forma racionalizada
En la tabla (1) se listan algunas de las magnitudes fisicas méds importantes que ya hemos

definido o que introduciremos en las siguientes unidades. Para cada una de ellas se especifica
el nombre, simbolo, unidad y abreviatura. En la mayoria de los casos también se indica a
qué equivale cada unidad en funcién de las unidades béasicas. Una lista mas detallada puede
consultarse en las referencias [1] y [4].
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Cuadro 1: Magnitudes fisicas en el sistema mks.

Cantidad fisica Simbolo Unidad Abreviatura Unidades bésicas
Longitud l,d, etc.. metro m

Masa m,M, etc.. kilogramo kg

Tiempo t, T, etc.. segundo seg

Carga q,Q, etc..  coulomb C
Corriente 1,1, etc.. ampere A C/seg
Fuerza F newton N kg.m/seg
Frecuencia f hertz Hz seg ™!
Energia U joule J N.m
Potencia P watt W J/seg
Potencial eléctrico oV volt \Y N.m/C
Capacitancia C farad F C/V=A.seg/V
Resistencia R ohm Q V/A
Conductancia G mho O A/V
Conductividad o mho/metro  U/m e
Inductancia L henry H V.seg/A
Intensidad eléctrica E N/C
Polarizacién eléctrica P C/m?
Desplazamiento D C/m?
Den. flujo magnético B tesla T V.seg/m?
Flujo magnético Um weber Wb V.seg
Den. de magnetizacion M A/m
Intensidad magnética H A/m
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Problemas

1. Calcular, para los siguientes casos, la carga neta contenida dentro de un volumen V'
inmerso en el espacio vacio.

a) E = a,1500 x, donde V' es un cubo centrado en el origen y cuyas aristas miden 20cm.

b) E = a, &;?0’ donde V' es un cilindro recto de 10cm de radio, 100cm de longitud y

que esta centrado en el eje z.
c) E=a, 500 r, donde V es una esfera de radio r = 5cm centrada en el origen.

2. Calcular el campo eléctrico generado por una lamina de dimensién infinita que tiene una
densidad superficial de carga constante p;.

3. Calcular el flujo total del campo E, que atraviesa la cara sombreada del cubo de la
siguiente figura.

p

Region de
'solapamiento

% -

Figura 9: Ver problemas 3 (izquierda) y 6 (derecha).

4. Calcular para todo el espacio, el campo eléctrico producido por un cascaron esférico de
radio a < r < b, cuya superficie se encuentra uniformemente cargada con una densidad
ps. Graficar el modulo de E como funcion de r.

5. Suponga que un campo eléctrico es de la forma E = k73 a,, donde k es una constante.
Determinar:

a) La densidad de carga volumétrica p, en todo el espacio.
b) La carga total contenida en una esfera de radio R centrada en el origen.
6. Dos esferas de radio R que poseen densidades uniformes de carga +p y —p, se colocan de

forma tal que se solapan parcialmente (ver figura 9). Muestre que el campo eléctrico E
en la region de solapamiento es uniforme.

7. Suponga que la densidad volumétrica de carga de un cilindro de longitud infinita y radio
a esta descripta por la funcién p, = po (1 + ap?), donde a es una constante desconocida.
Determinar el valor o para el cual se pueda asegurar que el campo eléctrico en toda la
region fuera del cilindro es cero.

8. Determinar cudles de los campos vectoriales siguientes pueden representar a un campo
magnético B. Fundamente su respuesta.

Tagtyay+za;
a) B=—/""—
) (22+y2+22)2
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10.

11.

12.

13.

14.

Encontrar el campo magnético B producido por una corriente superficial uniforme Jg =
ka,, la cual fluye en el espacio vacio sobre el plano (x,y) (aqui k es una constante).

Una corriente estacionaria I circula en la direccién del eje de un conductor cilindrico de
longitud infinita y radio a. Determinar el campo magnético B dentro y fuera del conductor
para los siguientes casos:

a) Cuando la corriente estd uniformemente distribuida sobre la superficie del conductor.
b) Si la corriente esta distribuida en el interior del conductor de tal forma que la den-

sidad J es proporcional a la distancia radial p.

Calcular la corriente inducida sobre una espira de radio a y resistencia eléctrica R, cuando
la misma se introduce en una regién donde B = By cos(w t)a,. Considere que el eje de la
espira esta en la direccion del eje z.

Calcular la rapidez con que varia la carga encerrada dentro de un volumen arbitrario V,
debido a un campo de densidad de corriente J = cos (z) a, — 5y*z a, [%]

Calcular el campo de desplazamiento en el vacio para una linea cargada con una densidad
=12 [%] Determinar la magnitud del campo eléctrico a una distancia de 5m.

Dos placas paralelas conductoras de extension muy grande y separadas una distancia d,
estan cargadas eléctricamente con cargas £@) como se indica en la figura siguiente. Entre
ellas hay aire excepto en una region donde se ha colocado una pieza dieléctrica de espesor
¢y permitividad e, la cual esta situada a una distancia b de la placa inferior. Determinar:

a) El campo de desplazamiento D en las tres regiones y mostrar su grafica de flujo.
b

)

) Los campos eléctrico y de polarizacién, asi como sus gréficas de flujo.
c¢) La densidad superficial de carga p, en las superficies conductoras.

)

d) La densidad superficial de carga de polarizacion p, en las dos superficies dieléctricas.

d Carganegativa Q/A

Dieléctrico (g}

______________________________ Cargapositiva Q/A
] X'

Figura 10: Problema 14.

24



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Inmersos en el vacio hay dos planos conductores paralelos de dimensién infinita. Uno
de ellos, ubicado a z = 0, posee una densidad de carga superficial positiva p que es
constante, mientras que el otro estd situado a z = d y también tiene una densidad de
carga superficial constante pero pero de signo negativo, p,. Tomando en cuenta que
pd = 2|p; |, determinar una expresién (vectorial) para el campo de desplazamiento D en
todo el espacio.

En un medio magnético lineal, isotrépico y homogéneo de permeabilidad u, tenemos un
flujo de densidad de corriente libre J. = %az, en donde p es la distancia radial en
coordenadas circulares cilindricas. Bajo condiciones estaticas, encontrar la corriente de
magnetizacién inducida dentro del conductor (suponer que el conductor llena todo el
espacio).

Cuatro sustancias materiales tienen las siguientes susceptibilidades magnéticas: 0, 0.01,
10 y 10000. ;Cual es la permeabilidad u de cada una de ellas?. Si existe en cada material
el campo H = a,, jqué campos B y de magnetizacion M se encuentran alli?.

Dos conductores lineales paralelos estdan inmersos en un medio de permeabilidad p = 2pg
como muestra la siguiente figura. Los conductores estan separados una distancia [ y para
uno de ellos, el nimero 1, sabemos que conduce una corriente estacionaria de magnitud
I; (hacia arriba). ;Qué corriente (magnitud, direccién y sentido) estacionaria deberia
tener el conductor 2 para que en un punto P, el cual esta situado a la derecha de dicho
conductor y a una distancia [, el campo H sea cero?.

1 2

Figura 11: Problema 18.

Un alambre de longitud infinita que esta situado en el eje z de un sistema de coordenadas
cartesiano, conduce una corriente estacionaria de magnitud I la cual circula en el sentido
positivo de z. Rodeando a este conductor se encuentra un cascarén cilindro (también de
longitud infinita) magnetizable cuyo eje coincide con z. Los radios interior y exterior de
este cilindro son, respectivamente, a y b. El resto del espacio esta vacio. Considerando
que la permeabilidad del material magnético es u = 10u, determinar los campos B, M
y H en todo el espacio (expresion vectorial).

Un conductor cilindrico infinito de radio a, conduce una corriente estacionaria I. El con-
ductor tiene permitividad ¢ = 4¢y, y permeabilidad p = 2ug, v estd rodeado de vacio.
Suponiendo que la densidad de corriente es constante dentro del material, determinar el
valor de los campos H, B y M (expresiones vectoriales) para todos los puntos dentro y
fuera del conductor.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

Un medio magnético con permeabilidad pu, estd separado del vacio por una superficie
situada en el plano y = 0 por donde pasa una densidad de corriente J = J,a,. Hallar
el campo magnético en la superficie del material si el campo en el vacio justo sobre esta
es H= H,a, + Hya, + H,a, (suponga que el vector unitario n normal a la interaccién,
estd dirigido de la regiéon magnética hacia el vacio).

Un medio magnético con permeabilidad p = 2p, estda separado del vacio por una inter-
accion plana situada en x = 0 por donde circula una densidad superficial de corriente
Js = a,3 —a.2. La intensidad magnética en el vacio en un dado punto de la interaccion
es H= —a, +a,2 — a.3. Para este mismo punto calcular H dentro del material magnéti-
co. Suponga que el vector unitario n normal a la interaccién, esta dirigido de la regién
magnética hacia el vacio.

Determinar cudl de los esquemas mostrados en la figura 12 corresponden a campos eléctri-
cos, magnéticos o a ninguno de ellos.

SN, ——= 0 L
S —— 1T

(&) (b) ©

NN === \NANN
A E—— ANNNN

@ (e) ®

Figura 12: Problema 23.

Encontrar una relacién para los dngulos del campo eléctrico (Ver figura 13) en una in-
terfase que une dos medios dieléctricos de permitividades €; y €5. Considere que no hay
cargas libres en dicha interfase.

Figura 13: Ver problema 24.

Una interaccién que separa dos medios dieléctricos con permitividades ¢, y e = 3¢y,
se encuentra situada en el plano z = 0. Suponiendo que no hay una densidad de carga
superficial acumulada, determinar el campo de desplazamiento en la region 2 si el campo
eléctrico en la region 1 es E; = a,4 — a,2 + a,6.

Un dieléctrico de permitividad e estd rodeado de vacio. En un punto de la interaccion
entre estos dos medios el campo eléctrico del lado del vacio es E; = a,2 + a,3 — a,,
mientras que del lado del dieléctrico vale E; = a,0,5 + a,3 — a,. Suponiendo que la
normal a la interaccién estd en la direccién del eje x v no hay una densidad superficial de
carga inducida, calcular la permitividad que tiene el dieléctrico (en unidades de €).
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