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Capitulo 1
Introduccion

Los fenémenos de adsorcién de moléculas sobre superficies solidas, juegan un papel
relevante en numerosos procesos de gran interés para la ciencia moderna, tales como
catalisis heterogénea, oxidacién, lubricacién, crecimiento, procesos separativos en
membranas, almacenamiento de gases en medios porosos, y una gran variedad de
aplicaciones en la tecnologia actual [Bonzel 1977; Otto 1981; Barton ez al. 1983; Sircar and
Myers 1988; Talu 1990; Clark ez a/. 1991; Ma and Clark 1991].

Esta situaciéon ha generado la necesidad de conocer y comprender los mecanismos
elementales involucrados en estos procesos superficiales mencionados en el parrafo
anterior. Siguiendo este objetivo, se han desarrollado técnicas experimentales como STEM
(Scanning-Transmission Electron Microscopy) [Isaacson e al. 1977], STM (Scanning
Tunneling Microscopy) [Binnig and Rohrer 1982] o FIM (Field Ion Microscopy) [Kellogg
1994]. En las dltimas tres décadas, las simulaciones computacionales [por ejemplo,
Metrépolis e al. 1954] han adquirido protagonismo como una rama intermedia entre el
experimento, pues facilita la interpretacion de los datos, y la teorfa, pues permite verificar la
validez de sus hipétesis y predicciones.

Una serie de modelos que pueden ser estudiados facilmente por medios numéricos,
son los modelos de adsorcion de gas de red. Fl caracter discreto de estos sistemas, permite
realizar calculos en los cuales se encuentran involucradas un gran numero de moléculas.
En esta introduccién, comenzaremos analizando los fundamentos que llevan a considerar
tales modelos.  Posteriormente, describitemos cada uno de los contenidos que
abordaremos en los capitulos subsiguientes. Como veremos, estos estaran intimamente
relacionados a un toépico conocido como adsorcion con niiltiple ocupacion de sitios.

1.1 Modelos de gas de red

Supongamos que un sélido, por ejemplo grafito, es expuesto en un recinto cerrado a
un gas o vapor que se encuentra a una determinada presion y temperatura [Gregg and Sing
1982]. Como consecuencia de ello, es posible medir un aumento progresivo en el peso del
cuerpo soélido (por ejemplo con una balanza muy precisa), acompanado de una disminucion
gradual de la presion del gas. Lo que esta sucediendo es un proceso de adsorcion. Luego
de un tiempo cesara el aumento de peso del solido y se frenara la caida de presion del gas.
Se habra alcanzado una situaciéon de equilibrio. Usando por ejemplo la variacion de peso
del sélido, podemos determinar la cantidad de moléculas de gas que se han adsorbido a una
determinada presiéon (la presion final) y temperatura. Repitiendo este proceso para
diferentes presiones y una temperatura fija, se obtiene lo que se denomina Zsozerma de
adsorcion. Esta es la informacion mas basica que se puede tener de un proceso de adsorcion
molecular.

Por supuesto, los mecanismos involucrados en este proceso de adsorciéon son muy
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variados. Sin embargo, bajo ciertas condiciones cuando se habla de superficie, se piensa en
un arreglo bidimensional de sitios adsortivos [Steele 1974; Hill 1986; Rudzinski and Everett
1992; Rudzinski ez al. 1997; Zgrablich 2000; |. Supongamos que tenemos una superficie
perfectamente limpia, sin ningun rastro de adsorbato (moléculas adsorbidas sobre la
superficie). Una molécula de prueba aislada experimentara una energfa de interacciéon con
el adsorbente (superficie solida), la cual en principio puede tener diversos origenes
[Lyklema 1991]. Esta energia esta bien caracterizada por un potencial U(x,y,3), siendo x, y y
% las coordenadas cartesianas de la molécula de prueba. Consideremos que la superficie se
encuentra paralela al plano (x,)), mientras el eje g es normal a ella. Entonces en general, el
potencial U(3) para un dado par de valores de x,y presentara la forma que se muestra en la
tigura 1.1.

U

o g

T T T T T
Distancia a la superficie g

Figura 1.1. Esquema que muestra la energfa potencial como funcién de z, que
experimenta una molécula de prueba al interactuar con una superficie sélida.

Entre la region atractiva y la repulsiva del potencial, existe un minimo de energfa U, situado
a una distancia g, de la superficie, cuyo valor es U(x,),3,). La dependencia de U, con x oy
se esquematiza en la figura 1.2.

0 T T T T T T T T T 1

@

AU
0

(b)

Direccién x o y
Figura 1.2. Comportamiento del minimo de potencial U, a lo largo de una dada

direccién (x o y) para, (a) una superficie homogénea perfecta y (b) una superficie
homogénea periddica.

Si encontramos que tanto U, como g, son constantes para todo x e y (ver figura 1.2 (a)),
diremos que la superficie es perfectamente homogénea. Esto es una idealizacién muy grande, si
consideramos que un adsorbente real posee una estructura atbmica determinada. Cuando
la superficie presenta un periodicidad de la funcién U, a lo largo de las direcciones x o y
como la mostrada en la figura 2.2 (b), se deben considerar dos mecanismos de adsorcion
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diferentes. Hablaremos de una superficie homogénea periodica o de una adsorcion movil cuando

kT >> AU, , donde £; es la constante de Boltzmann, T'la temperatura absoluta y AU, es
la altura de la funcién potencial U, (ver figura 2.2 (b)). Esta condicién implica que la
molécula de prueba tendra una probabilidad apreciable de situarse (pensemos en una
particula clasica que posee una posiciéon bien definida) en todos los puntos de la superficie
U(x,3,), incluso sobre aquellos de maxima energia. En el otro extremo, si £51 << AU, ,
diremos que la superficie homogénea esta constituida por sitios de adsorcion o que la adsorcidn
es localizada. Es decir, la molécula quedara atrapada en el entorno de un conjunto de puntos
o centros de adsorcion. Por supuesto, existen ademas otros posibilidades para el potencial U,
que no han sido consideradas en la figura 2.2: superficies heterogéneas periddicas, superficies
heterogéneas aleatorias, superficies heterogéneas de grandes parches, etc... [Rudzinski and Everett
1992].

Los modelo de gas de red constituyen la idealizacion mas sencilla de la adsorcion
localizada sobre una superficie sélida. En estos sistemas se consideran arreglos
bidimensionales de sitios, que forman un patrén ordenado de una determinada geometria,
los cuales pueden ser ocupados por las moléculas de adsorbato. El modelo de esta clase
mas conocido se debe a Langmuir [Langmuir 1916]. En este sistema las interacciones
entre las moléculas son despreciadas (interacciones laterales) y cada una de ellas puede
ocupar un sitio de red. La primer suposicion es valida por ejemplo cuando el proceso de
adsorcion sucede a muy bajas densidades y las moléculas se encuentran muy alejadas unas
de otras. Por otro lado, en principio la ocupacién uni-sitio puede suceder cuando las
dimensiones del sitio coinciden con las del adsorbato. Esto ultimo es cierto sélo para
gases nobles. Para la mayoria de los sistemas, esta aproximacion desprecia las posibles
estructuras que puede adoptar la moléculas sobre la superficie. Ademas, suprime el
caracter poliatomico de los adsorbatos mas usados en los experimentos, como son el
nitrogeno (N,) y el oxigeno (O,). Mas adn, es de esperar que la ocupacién uni-sitio falle
cuando se trate de adsorcién de hidrocarburos o de cadenas de alkanos, en las cuales cada
segmento deberfa ocupar un sitio de la red [Rudzinski and Everett 1992].

1.2 Adsorciéon en monocapa y en multicapa de especies poliatomicas

Como nombramos anteriormente, la informacién mas basica que se puede obtener
experimentalmente de un proceso de adsorcién, es la isoterma de adsorcion.
Matematicamente, esta representa una relacion entre el nimero de moléculas adsorbidas (o
su volumen o su masa) y cantidades como la presion del gas, la temperatura y la naturaleza
del adsorbato y el adsorbente. Existen diferentes tipos de isotermas, las cuales pueden ser
agrupadas en seis clases [Gregg and Sing 1982]. La figura 1.3 muestra esta clasificacion.

Las isotermas de tipo I frecuentemente se asocian a la adsorcién sobre sélidos
microporosos [Gregg and Sing 1982]. Estos adsorbatos contienen poros en los cuales s6lo
se pueden alojar un nimero muy pequeno de moléculas. Frecuentemente esta clase de
isotermas exhiben una “cola” cuando la presion se acerca a su valor de saturaciéon p, (como
se muestra en a figura 1.3). Por otro lado, el tipo I también describen un proceso de
adsorcion restringido a la monocapa (y sin la presencia de la “cola”). El modelo de
Langmuir es un claro ejemplo de ello. El tipo de mecanismo de adsorciéon asociado a este
proceso, supone que los sitios de la superficie pueden estar vacios u ocupados por una sola
molécula, y no estd permitido que estas se apilen unas sobre otras para formar capas de
adsorcion superiores.

Como se analiz6 en la seccién anterior, el concepto de adsorcién uni-sitio que estd
ligado al modelo de Langmuir sélo puede ser aceptado en el caso de moléculas compactas.
Por lo tanto, aparece aqui la necesidad de incorporar un tépico conocido como adsorcion con
milltiple ocupacion de sitios. Simplemente, se supone que las moléculas de adsorbato son de
caracter poliatbmico y pueden ocupar simultineamente mas de un sitio de la red. Los
primeros antecedentes sobre estudios de adsorcion con multiple ocupacion de sitios sobre
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superficies homogéneas se remontan aproximadamente a la década del 30°. Estos se
relacionaban a problemas de soluciones binarias compuestas por moléculas de £ segmentos
(polimeros) disueltas en un solvente monomérico. Este sistema es isomorfo con el de
adsorcion de entes poliatémicos sobre un arreglo regular de sitios. La teorfa se realizé
entonces, como una generalizacién de la aproximacion de Bragg-Williams en el modelo de
red de soluciones binarias compuestas por especies del mismo tamano, y fue desarrollada
en forma independiente por Flory y por Huggins [Flory 1942, 1953; Huggins 1942a, 1942b,
1942c].  Sus principales argumentos y diferencias con la adsorciéon de especies
monoatémicas, podrian resumirse en dos aspectos fundamentales. En primer lugar, 7o
existe equivalencia estadistica entre particula y vacancia. Esto provoca una pérdida de simetria por
ejemplo en las isotermas de adsorcion. Por otro lado, la ocupacion de un sitio dado asegura la
octpacion de otro sitio vecino. Esto implica que la orientacion de la molécula adsorbida debe ser
considerada.
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Figura 1.3. Clasificacién de las isotermas de adsorcién [Gregg and Sing 1982].

Con el correr de los afios fueron numerosas y muy variadas las motivaciones para
estudiar el problema, lo que llevé a algunos autores como Lieb a afirmar que, el problema
de multiple ocupacion de sitios, es e/ prototipo del problema sobre una red. Entre esas
motivaciones, podrian contarse la posibilidad de modelar pares de Cooper, pares de
vortices, difusion de dimeros sobre metales, adsorcién de H,O / Ni (110), migraciéon de
Pt,, Pt,, Pt, sobre tungsteno, CO / Ni (110), el ya mencionado problema de adsorcién de
cadenas de hidrocarburos, etc. Hay que destacar que muchos de estos sistemas han sido
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observados en la actualidad mediante STM, corroborando las hipétesis referidas a la
existencia de multiple ocupacion de sitios [Mo 1993].

En este trabajo hemos realizado un nuevo estudio de adsorcién en monocapa de
especies poliatomicas. En primer lugar en el capitulo 2, se consideraron algunas de las
isotermas tedricas mas importantes reportadas en la literatura. Luego, se propusieron
nuevas aproximaciones analiticas para el caso particular de moléculas poliatomicas lineales.
Finalmente, todas estas soluciones fueron comparadas con resultados de simulacién de
Monte Carlo. Esto permitié decidir cudles isotermas representan mejor a un proceso de
adsorcién con multiple ocupacion de sitios.

Las isotermas de tipo II y III, mostradas en la figura 1.3, suelen asociarse a un proceso
de adsorcion en multicapa. Aqui las moléculas de adsorbato no se encuentran restringidas
a la monocapa y pueden de alguna forma apilarse unas sobre otras. Siguiendo los
lineamientos anteriores, se consideré en primer lugar el modelo de multicapa conocido
como BET [Brunauer et al. 1938]. Al igual que la teorfa de Langmuir, este supone que las
moléculas de adsorbato son de caracter monoatomico y no interactian lateralmente entre
si. Con el proposito de incorporar multiple ocupaciéon de sitios, en el capitulo 3 se
desarroll6 una generalizaciéon del modelo BET para moléculas poliatomicas. Al igual que
para el proceso de adsorcién en monocapa, las diferentes soluciones analiticas fueron
comparadas con simulacién de Monte Carlo. Finalmente, se analizaron datos de origen
experimental.

1.3 Transiciones de fase en supetficies

Como hemos sefnalado anteriormente, en los capitulos 2 y 3 de este trabajo de tesis
s6lo se considero la influencia del tamafo del adsorbato en el proceso de adsorcion. Las
interacciones energéticas entre las moléculas fueron despreciadas. Esta suposicion es valida
solo bajo ciertas condiciones, por ejemplo, cuando la densidad de moléculas sobre la
superficie es muy baja.

Figura 1.4. (a) Plano basal de una superficie de grafito. A, B y C indican los
sitios de adsorcién que forman un arreglo triangular. (b) Monocapa de Cripton
sobre grafito. Los puntos A y B sefialan los sitios de adsorcién para el helio.
Estos forman un red de simetria hexagonal [Tejwani e/ a/ 1980].

Cuando las interacciones entre moléculas son consideradas es posible observar que,
bajo ciertas condiciones, los sistemas de adsorciéon experimentan una transicion de fase. El
tipo de transiciéon depende tanto del alcance como de la naturaleza de estas interacciones.
Por ejemplo, si son atractivas y de corto alcance, suele suceder que el sistema posee un
diagrama de fase similar al de una sustancia pura, con un punto critico (transicién de
segundo orden) y una regiéon de coexistencia de fases asociada a una transiciéon de primer
orden. Este es el caso mas comun y también el mas estudiado.



Por otro lado, un proceso de adsorcién muy interesante sucede cuando las
interacciones de corto alcance son de caracter repulsivo. Frecuentemente, esto conduce a
una transicion de fase de tipo orden-desorden (también de segundo orden o continua), en
la cual se forma una estructura de fase ordenada. De acuerdo a diversos factores, entre
ellos la geometria de red, tanto la temperatura a la que sucede la transicién de fase como su
universalidad, pueden cambiar drasticamente.
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Figura 1.5. Calor especifico de la adsorcién de helio sobre una superficie de
grafito, como la mostrada en la figura 1.4 (a) [Tejwani ez 2/ 1980].

Un ejemplo de ello es la adsorcion de helio. En un experimento brillante, Tejwani y
colaboradores [Tejwani ef a/. 1980] midieron el calor especifico de una monocapa de helio
adsorbida sobre una superficie limpia de grafito. La figura 1.4 (a), muestra la distribucién
de los sitios de adsorcién sobre el plano basal del sustrato. Podemos observar que la
estructura formada por estos sitios tiene una geometria triangular. Estos investigadores
cubtrieron 1/3 de la supetficie con atomos de helio.
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Figura 1.6. Calor especifico de la adsorcién de helio sobte una superficie de

grafito cubierta previamente por criptén, como la mostrada en la figura 1.4 (b)
[Tejwani ez al. 1980].

Debido al caracter repulsivo de las interacciones entre las moléculas, esto permite ocupar
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s6lo los sitios de un mismo tipo (sélo los de tipo A por ejemplo). Posteriormente,
midieron el calor especifico a temperaturas del orden de 3 K. Los resultados son
mostrados en la figura 1.5. Cerca de la temperatura critica, T, , puede observarse una
divergencia del calor especifico de acuerdo a una ley de potencias caracterizada por un
exponente o = 0,28. De acuerdo a una variedad de estudios tedricos, si se analiza un
modelo de gas de red de particulas monoatémicas adsorbidas sobre una superficie
triangular, las cuales interactian entre si repulsivamente y con un rango de corto alcance, se
observa una transiciéon de fase en la cual el calor especifico diverge con un exponente

caracteristico ¢ = 1/3. Esto corresponde a la clase de universalidad del modelo de Potts
de tres estados (q = 3) [Schick 1981]. Por lo tanto, el experimento no sélo verifica que una
transicion de fase puede suceder en un proceso de adsorcién en monocapa. También
corrobora las predicciones tedricas acerca del tipo de universalidad de dicha transicion.

Posteriormente, Tejwani y sus colaboradores modificaron la estructura formada por los
sitios de adsorcién. Esto fue logrado adsorbiendo previamente sobre el grafito una
monocapa de cripton. La figura 1.4 (b) muestra que los nuevos sitios de adsorcion forman
una estructura hexagonal. Si a continuacién se adsorbe helio hasta cubrir la mitad de la
superficie (solo los sitios A por ejemplo) y se mide el calor especifico, se observa
nuevamente que el sistema experimenta una transiciéon de fase continua. La diferencia con
el caso anterior, es que ahora la divergencia del calor especifico es de tipo logaritmica. Esto
se muestra en la figura 1.6. De acuerdo a la literatura, esto corresponde a la universalidad
del modelo de Ising en dos dimensiones [ver por ejemplo Schick 1981]. De hecho, si se
realiza una simulacién de Monte Carlo de un sistema de particulas monoatémicas sobre
una superficie hexagonal, sujetas a interacciones repulsivas y de corto alcance, se puede
corroborar que existe una divergencia logaritmica del calor especifico.

Existen muy pocos estudios de la influencia que tiene el tamafio del adsorbato, en un
sistema que experimenta una transicion orden-desorden. En el capitulo 4 estudiaremos un
modelo de adsorciéon de moléculas poliatémicas, las cuales interactian repulsivamente entre
si. Dicho estudio sera realizado usando técnicas analiticas como el Campo Medio, asi
como simulaciéon de Monte Carlo. Tendremos oportunidad de comprobar que el sistema
posee una transicion de fase cuya universalidad no pertenece a ninguna de las reportadas
hasta ahora en la literatura.



Capitulo 2

Adsorcion en monocapa
de moléculas poliatdmicas

En este capitulo analizaremos un modelo de gas de red de adsorcién localizada de
particulas poliatbmicas sobre superficies bidimensionales de diferentes geometrias. En
principio supondremos que en nuestro sistema la adsorcion esta restringida a la monocapa
y que son despreciables las interacciones laterales adsorbato-adsorbato. Tanto el estudio de
la adsorciéon en multicapa, como el del efecto de las interacciones laterales, serin
considerados en posteriores capitulos.

2.1 Modelo de adsorciéon en monocapa
Consideremos como sustrato una red constituida por M sitios distinguibles e

independientes, cuya dimension espacial es 4y su conectividad ¥. Supondremos que N
moléculas lineales formadas por £ segmentos idénticos (£-meros) se encuentran adsorbidas
sobre la red, de forma tal que cada sitio de la misma pueda estar vacio u ocupado por un
segmento de adsorbato.  Prohibiremos la multiple ocupacién de un mismo sitio,
restringiendo el estudio al régimen de monocapa. A su vez, supondremos que las
moléculas de adsorbato, que provienen de una fase gas (gas ideal) que se encuentra en
equilibrio termodindamico con la fase adsorbida (o gas de red), mantienen su estructura
molecular original (no esta permitido que se disocien sobre la superficie).

El sistema descripto en el parrafo anterior, es un modelo de adsorcion localizada sobre
una superficie homogénea periddica. En ausencia de interacciones laterales adsorbato-
adsorbato, el hamiltoniano del sistema puede escribirse como

H,=N#U,, @.1)

donde hemos supuesto que cada uno de los £ segmentos de un £-mero, tiene un aporte de
U, a la energfa del sistema. Este modelo sencillo es adecuado para describir por ejemplo la
adsorcion de cadenas de hidrocarburos, para las cuales cada grupo metilo es considerado
como un elemento capaz de adsorberse en un sitio individual (bead segment description)
[Gordon and Glandt 1998§].

Para resolver en forma exacta el modelo, bastaria con determinar el nimero de
configuraciones permitidas o lo que es denomina factor configuracional

Q/é(M’ N,dJ/) 5 (22)
ya que entonces podriamos calcular la funcién de particion

Q(M,N,d,y,T)=Q,(M,N,d,y)exp(=BH,). (2.3)



En la ecuacién anterior hemos definido B = 1/ 4,T. A partir de alli, serfa un ejercicio
sencillo obtener tanto la energfa libre de Helmholtz F como la entropia configuracional §
del sistema a partir de la relaciones

BFE.(M,N,d,y,T)=—In Q,(M,N,d,y,T) 2.4)
S,(M,N,d,y)=Fk,InQ,(M,N,d,y). 2.5)

Esta tltima es conocida como el postulado de Boltzmann. Sin embargo, hasta la fecha
esto solo ha sido posible de realizar para &£-meros adsorbidos sobre redes unidimensionales
(d =1) [Lichtman and McQuistan 1967; Ramirez-Pastor 1998a; Ramirez-Pastor e al. 1999].
En el caso especial de monémeros (£ = 1), este modelo es idéntico al de Langmuir
[Langmuir 1916; Hill 1986], por lo que existe una unica solucion para toda 4y ¥. Es decir,
para £2 2y d> 1, sélo existen soluciones analiticas aproximadas.

El motivo por el cual es tan dificil calcular (2.2) para £ 2 2y 4> 1, se debe a que en
general la exclusién generada por un A-mero cuando es depositado sobre la red, depende
fuertemente de su entorno. Para entender mejor esto, veamos primero un ejemplo en el
cual los calculos analiticos pueden ser realizados en forma exacta. Supongamos por un
momento que deseamos contar el numero de configuraciones permitidas de N
monomeros, siguiendo una secuencia en la cual se agrega de a un ente por vez. Como esta
particula puede ocupar un sélo sitio de red, el factor configuracional (2.2) se puede calcular

como
CMM-1)(M=2)..(M=N+1) Ml (M
AMN)= N _(M—N)!N!_(N)’ 0

en donde se ha dividido por N/ para tener en cuenta la indistinguibilidad de las particulas.
A partir de (2.6) podemos determinar las principales propiedades termodinamicas del
sistema. De hecho, usando (2.3), (2.4) y (2.5), la energia libre de Helmholtz y la entropia
son iguales a:

BF,=BNU,—MInM+(M-N)In(M—-N)+NInN 2.7

S/ ky=MInM—-(M~-N)In(M-N)-NInN, (2.8)

donde hemos empleado la férmula de Stirling para aproximar el logaritmo natural de los

nameros factoriales. Como veremos a lo largo de este trabajo, estaremos interesados en

calcular cantidades intensivas que, en el limite termodinamico, no dependen del tamafio del

sistema. Por lo tanto, dividiendo las expresiones anteriores por M, podemos obtener la
energfa libre de Helmholtz fy la entropia s por sitio de red:

B £0)=BO0U,+601n6+(1-0)In(1-06) 2.9)

5(0)/ ky =—01n0 -(1-0)In(1-0), (2.10)

donde la fraccién @ = N/M se denomina cubrimiento supetficial. Finalmente, teniendo en
cuenta que el potencial quimico U es igual a

oF
=| — 2.11
H (aN )M,’l' ’ ( )

se puede calcular también la isoterma de adsorcion Langmuir [Langmuir 1916]:



0
exp[ Bt U] =1 2.12)

Este proceso de calculo sélo se puede aplicar directamente para £ = 1. En el caso de
trimeros (£ = 3) adsorbidos sobre una red cuadrada, por dar un ejemplo, cada uno de los
entes excluye 14 posiciones de adsorciéon que hubiesen podido ser ocupadas por otra
particula (en general para &-meros lineales adsorbidos sobre la red cuadrada, esta exclusion
es de £+24-1 posiciones). Esto puede verificarse para el par de trimeros de la figura 2.1
(a), el cual le excluye un total de 28 posiciones a cualquier nuevo ente que se desee
depositar. Sin embargo, para configuraciones en las cuales estas particulas se encuentran
muy proximas entre si, ya no es cierto la afirmaciéon anterior. La figura 2.1 (b) muestra
como una misma posiciéon es mutuamente excluida por el par de trimeros. De alli que esta
nueva configuracién soélo puede excluir un total de 27 posiciones. Incluso, cuando la
cercania entre los trimeros aumenta, la exclusiéon mutua puede ser ain mayor (ver figura 2.1

(©)-

Figura 2.1. Tres configuraciones distintas de un par de trimeros sobre la red
cuadrada. La exclusion total es de 28 en (a), 27 en (b) y 24 en (c). Los évalos
seflalan las posiciones mutuamente excluidas por el par de trimeros.

Esta exclusion, que depende fuertemente de la configuraciéon en la que se encuentran
los &-mero ya adsorbidos, dificulta la realizacién de un conteo de estados como el
efectuado para obtener el factor configuracional de monémeros (2.6). Este es el motivo
por el cual a lo largo del presente capitulo, veremos diferentes aproximaciones analiticas.
Precisamente, estaremos interesados en el cilculo tanto de la isoterma de adsorcion como
de la entropia configuracional. Posteriormente, compararemos estas aproximaciones con el
calculo realizado numéricamente mediante simulacion de Monte Carlo.

2.2 Teoria de Flory-Huggins

Los primeros estudios de soluciones binarias compuestas por moléculas de £
segmentos (polimeros) disueltas en un solvente monomérico, se remontan a la década del
30°. Este problema es isomorfo al de la adsorcion de A-meros sobre una red regular
homogénea.

La teorfa de gas de red que presentaremos aqui [Hill 1986; Ramirez-Pastor 1998a], es
una generalizacion de la aproximacién de Bragg-Williams en el modelo de red de
soluciones binarias compuestas por especies del mismo tamafio, y fue desarrollada en
forma independiente por Flory [Flory 1942, 1953] y por Huggins [Huggins 1942a, 1942b,
1942c¢]. Sus principales argumentos se reproducen a continuacion.

El sistema a estudiar es una solucién condensada e incompresible, compuesta por N,
moléculas de solvente, cada una de las cuales ocupa un sitio sobre la red, y N, moléculas de
polimero, cada una de las cuales ocupa £ sitios (no necesariamente dispuesto en forma
lineal). Para una red de tamafio M tenemos que M = N, + £ N, , ya que no quedan sitios
sin ocupatr. Definimos ademas las fracciones 68, y 6, ocupadas, respectivamente, por el
solvente y por el polimero de la siguiente forma:
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__ N P\
N, +£N,

, =—= 6,+0,=1. 2.13
2 N, + AN, y 1 2 ( )

1

Un sistema como el descripto es isomorfo al de adsorciéon con multiple ocupaciéon de
sitios sin interacciones laterales (y con U, = 0), ya que 6, es equivalente a la fraccion
ocupada por los &-meros 8 = &£ N/My 0, es igual a la fraccion de sitios vacios (1-0). Para
calcular la funcién de particion del sistema (que simplemente es igual al numero total de
configuraciones) suponemos que: partimos con la red totalmente vacia, luego agregamos
los N, polimeros uno a uno vy, posteriormente, llenamos los intersticios con los N,
monomeros del solvente. De alli que

1 5
QNN = (N, Ny =T, 2.14)

2 =1

donde @, es el numero de formas de ubicar el ~ésimo polimero cuando ya hay 7 -1 de ellos
sobre la red. Se ha dividido por N,! para tener en cuenta la indistinguibilidad entre los
entes que forman el sistema.

Para aproximar @,,, , suponemos que el nuevo polimero es depositado en la red como
sigue. La primer unidad del mismo tendra M - £/ sitios vacios disponibles para ubicarse.
Luego la segunda sélo dispondra de Y (1 - /), donde recordemos que ¥y es la conectividad y
L. = k i/M es la fraccion de sitios de la red ya ocupados. A partir de alli, el resto de las
unidades tendran (¥-1)(1 - /) posibilidades. Multiplicando estos factores llegamos a la
expresion

f—1
-1
@, =(M=k)y(y=1"701=1)" =(M-ki) (77) ; (2.15)
donde para simplificar el calculo hemos reemplazado ( Y- 1) por ¥ Usando la expresion

(2.15), podemos determinar facilmente el logaritmo natural de la funcién de particion (2.14)
como:

In 0,(N,,N,)= Nz(é—mn(’/]\;l ]+ /é\z: In(M —£7). (2.16)

=0

Finalmente, aproximando la suma anterior por una integral y posteriormente realizando la
sustitucion # = (M - £ 7) [Hill 1986; Ramirez-Pastor 1998a],

N,-1

N,— N, 1M
In(M—ki)= | In(M—ki)di=— | lnudu
~ l )

(2.17)

:l(MlnM—M—Nllan +N,),

£
podemos calcular la energfa libre del sistema por sitio de red
1 1
B £.(6..6,) :_Mlngé(N1’Nz) :_Mlng/e(NwNz)
-1 -1

ﬂfk(el,QZ):%ln%+Ql ln91—(%)92h’1(y€ ) 2.18)

donde ¢ es el numero de Euler.
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Como estamos interesados en el problema de adsorciéon de £-meros, realizamos en la
expresion anterior la sustitucion 8= 0,y (1 - 0) = 0,

B £.0,T,y)= —ln L +(1-0)In(1-6)- (é/ﬁl)el (7 1) (2.19)

Ahora bien, como mencionamos al comienzo de esta seccién, los cilculos desarrollados
anteriormente desprecian la energia de adsorcion al tomar U, = 0. Aunque ello no significa
una pérdida de generalidad, preferimos escribir la ecuacién (2.19) como:

B £.(6,T,7)= —ln L +(1=0)In(1-6)- ( /él)Bln(y_l)+ﬁ9U(,. (FH) (2.20)

e

Esta es la funcién de energfa libre de Helmholtz por sitio de red dada por la teoria original
de Flory-Huggins (FH). El dltimo término en (2.20) se ha incorporado teniendo en cuenta
que, si la energfa de adsorcion es diferente de cero, debe incluirse un factor de Boltzmann
en la funcién de particion (2.14). A continuacion, considerando que FF'= U - T' S, con U
igual a la energfa media del sistema (en este caso es igual al hamiltoniano (2.1)), podemos
calcular la entropia del sistema por sitio de red:

;/6(9,7’)//%3:_%ln%—(l—e)ln(l—e)-k(/é/é1)91n(y€1). (FH) (2.21)

Por dltimo, teniendo en cuenta que

or, 9%,
N (/A I (/% 2.22
w=(5e) =A%) 222

obtenemos a partir de (2.20) la isoterma de adsorcion:

0
Ay=1"(1-6)"

exp[B(u—£U,)]= (FH) (2.23)

Podemos comprobar que tomando £ = 1 en las ecuaciones anteriores, se recupera la
solucién para monémeros dada al final de la secciéon anterior.

Como sefialamos al comienzo de esta seccion, la teorfa de FH supone que los
polimeros pueden ocupar los sitios de la red adoptando cualquier forma. En nuestro caso,
estamos interesados s6lo en A-meros lineales. Por otro lado, debemos observar que en la
teorfa original de FH, el término (2.15) cuenta erréneamente dos veces una misma posicion
(esto sera explicado mas adelante). Para adecuar la teoria de FH a nuestro problema y no
cometer errores en el conteo de estados, simplemente tenemos que reconsiderar la forma

de aproximar la funcién @,,,. Tanto la primera como la segunda unidad del £-mero deben
tener el mismo numero de posibilidades de ubicarse que las consideradas anteriormente, es
decir, (M- £7)y y(1-1/) respectivamente. Debido a que los entes son lineales, a partir
de alli sélo hay una tnica direcciéon posible para seguir colocando los restantes & - 2
segmentos. Por lo tanto, los factores subsiguientes seran simplemente iguales a (1 - Z ),
término que solo contempla la probabilidad que un sitio de la red esté vacio.

Este procedimiento nos lleva a contar dos veces una misma forma de colocar un 4-
mero. De hecho, es equivalente seleccionar un sitio A para poner el primer segmento y
luego, siguiendo una determinada direccion, llenar los lugares vacios hasta el sitio B
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(distante £ sitios de A); que elegir primero B para posteriormente cubrir los sitios vacios
hasta A. De otra forma estarfamos diferenciando los extremos del polimero. Para
solucionar este inconveniente, basta con dividir por 2. Entonces, multiplicando estos

factores llegamos a una nueva expresion para @, :

_Z o ié—l
©, = (M=£1) (M) . (2.24)

Luego, siguiendo el mismo proceso de calculo empleado anteriormente, podemos obtener
la energfa libre, la entropia y la isoterma de adsorciéon. Denominaremos a esta nueva
solucion analitica, aproximacion de Flory-Huggins para &-meros Lineales (FHL):

ﬁfé(Q,T,}/):%ln%+(1—9)1n(l—9)+%|:/é—l—ln(g):|+ﬁOU(,, (FHL) (2.25)

5,(0,7)/ &, :—%ln%—(l—9)111(1—9)—%[/%—1—111(%)] (FHL) (2.26)
y
exp[B(u—£U, )]—L (FHL) (2.27)
PLPM 0 _/é’}/(l—e)k' )

A diferencia de la teorfa de FH, las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27), s6lo recuperan la
soluciéon para monémeros cuando Y = 2. Por lo tanto, su rango de aplicabilidad se
restringe a £ = 2. El hecho de que la teorfa de FH si pueda hacerlo para cualquier
conectividad, se debe a que durante el calculo del factor configuracional se reemplazé (¥ -
1) por ¥ en la ecuacién (2.15). Esta aproximaciéon sirvié para introducir los términos
necesarios que permiten que la teorfa FH incluya el caso de monémeros. De no haberla
efectuado (ya que no es imprescindible), el rango de aplicabilidad también se hubiera
restringido a £ 2 2.

2.3 Extension aproximada de la solucion unidimensional exacta a y> 2

Como senalamos en la seccion 2.1, para d = 1 el modelo de adsorcién localizada de 4-
meros tiene una solucién analitica exacta para todo £ [Lichtman and McQuistan 1967,
Ramirez-Pastor 1998a; Ramirez-Pastor ef al. 1999; Roma et al. 2005a], incluso si son
incorporadas interacciones laterales adsorbato-adsorbato a primeros vecinos [Ramirez-
Pastor 1998a; Ramirez-Pastor e a/ 2000b, 2000c]. En esta seccién describiremos
brevemente como se obtiene la solucién unidimensional exacta (sin interacciones laterales)
y, posteriormente, usaremos la misma para realizar una aproximacion que sea valida para
redes de conectividad y> 2.

Comenzamos considerando el factor configuracional exacto (2.2) para Y= 2, el cual es
el nimero total de formas de arreglar N A-meros en una red unidimensional de M sitios
[Ramirez-Pastor 1998a; Ramirez-Pastor ez a/. 1999]:

Q,(M,N —2)—[M_(/€_1)N]! (2.28)
A Y M =N '
A partir de (2.28) podemos calcular la funcidn de particion candnica
O,(M,N,T,2)=Q,(M,N,2)exp(-B£NU,), (2.29)
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para luego, siguiendo los mismos procedimientos realizados en la seccién anterior,
determinar la energfa libre de Helmholtz y la entropia por sitio de red

_ % =D - &= —ovai-014+21.2
B f.(0,T,2)= [1 i 9}1 [1 p 9]+(1 6)ln(1 9)+é1 k+ﬁ9U(, (2.30)

y
5.00,2)/ A, :[1—%9}111[1—(2%1)9]—(1—9)1n(1—9)—%1n%, 2.31)

as{ como la isoterma de adsorcion

IR )
0 [1 _ %)e]

e

£(1-0)

exp[B(u—£U,)|= , (2.32)

donde nuevamente 8 = &£ N/M es el cubrimiento superficial.

A continuacion, usando (2.28), obtendremos una expresion aproximada del factor
configuracional para ¥y > 2. La idea central consiste en formar una superficie
bidimensional, partiendo de un ensamble de redes unidimensionales. Como un ejemplo, la
tigura 2.2 (a) muestra dimeros dispuestos sobre una red de sitios de ¥ = 2. Si formamos un
arreglo ordenado de sistemas de este tipo como el mostrado en la figura 2.2 (b) entonces,
para un tamafio de red suficientemente grande (en rigor en el limite termodinamico), el
factor configuracional de N A-meros dispuestos en este ensamble de M sitios seguird
siendo igual al unidimensional, ecuacion (2.28). Esto se debe a que, a pesar de que los
sitios se encuentran distribuidos sobre una superficie, la conectividad sigue siendo y = 2.
Si ahora introducimos la posibilidad de que los dimeros puedan rotar ocupando asi los
sitios adyacentes, entonces nuestro sistema habra adquirido un caracter bidimensional con
Y> 2.

@) (o)

Figura 2.2. Extensién aproximada del factor configuracional unidimensional a
redes de ¥ > 2. (a) Dimeros sobre una red de y = 2, (b) ensamble de redes
unidimensionales y (¢) red cuadrada de sitios.

Esto se ejemplifica en la figura 2.2 (c) para ¥ = 4. Como vemos, a cada una de las
configuraciéon de N dimeros perfectamente alineada en la direcciéon arriba-abajo, le
corresponden 2" del sistema bidimensional. Comparando las figuras 2.2 (b) y (c) se hace
evidente que este factor es s6lo aproximado, ya que no todos los dimeros pueden rotar con

suficiente libertad. En general, para una red de conectividad ¥ tendremos que

Q,(M,N,y)=Q,(M,N, 2)(% ) . 2.33)
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Este factor tendra un mayor grado de exactitud a medida que la densidad de 4-meros
disminuya a cero.

A partir de (2.33) podemos aproximar la funcién de particion y calcular la energia libre,
la entropia y la isoterma de adsorciéon (seguimos un proceso similar al empleado en la
seccion anterior):

[0, [, %=1
B £.0,T,y)= [1 p 9}1 [1 A 9]+

20

(EU) (234
+(1 —9)1n(l—9)+gln(—]+ Bou,,
I3 Y&

[ =01, [, %D,
R R NN

o [ﬁ) (EU)  (2.35)

~(1-6)In(1-6)=—In

29[1—M9]< B
£

Ly(1-0)*

exp[B(u—£U,)|= (EU)  (2.36)

Llamaremos a este conjunto de ecuaciones, Extension de la soluciéon Unidimensional a
redes con ¥ > 2 (EU). Como vemos, (2.34), (2.35) y (2.36) se reducen a la solucién
unidimensional exacta cuando tomamos ¥ = 2.

2.4 Isoterma de Guggenheim-DiMarzio

Al igual que Flory y Huggins, diversos autores han propuesto una variedad de
aproximaciones del factor configuracional de polimeros lineales. Una de ellas, calculada
originalmente a Guggenheim [Guggenheim 1944] y que mas tarde fue obtenida por
DiMarzio [DiMarzio 1961], permite determinar el numero de formas de arreglar N -

meros en una red de conectividad Y

Y
_ 2
(M_MNZVHZN}
Y

2.37)

E\T
M!

2] NI(M=-£N)! M1

Para obtener la ecuacién anterior, se comienza por calcular el nimero de formas de
arreglar IN; £-meros sobre un total de M sitios, con la condiciéon de que todos ellos se
encuentren orientados en una de las direcciones posibles de la red, la cual es identificada
por el subindice 1. El valor obtenido coincide con el factor unidimensional exacto
ecuacion (2.28). Luego, se procede a calcular el nimero de formas de arreglar N, &£-meros
en otra de las direcciones de la red, pero esta vez bajo la condiciéon de que ya fueron
colocados N, en la direcciéon 1. Esto implica que los nuevos entes tendran menos espacio
para ubicarse. Por otro lado, a partir de aqui el calculo deja de ser exacto convirtiéndose en
una suerte de aproximacion unidimensional con obstaculos (de hecho, podemos pensar que
calculamos el nimero de forma de arreglar los &£-meros de la figura 2.2 (b), si se interponen
en su camino otros entes en forma transversal). De esta forma se prosigue llenando con N;
A-meros en la direccion /-ésima hasta llegar a 7 = ¥/ 2 (pot ejemplo, para una red triangular
habra tres direcciones que llenar), bajo la condiciéon de que
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v/2
N=YN (2.38)

i
i=1

Finalmente, (2.37) se obtiene suponiendo que en promedio hay un mismo numero de 4-
meros en cada una de las direcciones de la red (caso isotropico). Por razones de espacio no
mostraremos el desarrollo que permiten obtener dicho factor configuracional. Tal trabajo
puede ser consultado en la referencia [DiMarzio 1961]. Sin embargo, a partir de este nuevo
factor configuracional, calcularemos ahora la energia libre, la entropia y la isoterma de
monocapa.

Como hemos realizado anteriormente, calculamos la energia libre y la entropia a partir
de las relaciones (2.4) y (2.5). Ambas cantidades por sitio de red son igual a:

B £.0,T,7)=BOU, +%ln%+(l—9)ln(l—9)—(9—%)lnz—

GD) (2.39)
_[1_(/e—1)9]1n[1_(é—1)9]
2 % 2 %
y
;k(e,y)/@=—91n9—(1—9)1n(1—9)+(9—ZjanJr
£k 2] 2
: (GD)  (2.40)

+[1-—%‘”e]ln[l-—%‘%]
2 % 2k

donde nuevamente hemos empleado la férmula de Stirling para aproximar el logaritmo
natural de los numeros factoriales. La abreviatura GD ha sido introducida para hacer
referencia a la aproximaciéon de Guggenheim-DiMarzio.  Finalmente, calculamos la
isoterma de monocapa usando la relacion (2.22):

of1-¢=04]"
2 £

£
k(Y
sa-os(1)
2.5 El Balance de Ocupacion
Una aproximacion adecuada para tratar el problema de adsorcién de A-meros sin
interacciones laterales es el Balance de Ocupacion [Roma e a4/ 2001, 2002, 2003a].
Comenzaremos explicando sus fundamentos y luego la utilizaremos para calcular tanto la
energfa libre, como la entropia y la isoterma de monocapa, para el caso particular de
dimeros sobre las redes hexagonal, cuadrada y triangular.
Si definimos

exp[ B~ £U,)] = (GD) (241)

y=exp[B(u-#U,)] (2.42)

entonces es posible demostrar que, en ausencia de interacciones laterales, se cumple la
relacion
4 R(WM,N)

I~ (2.43)

Esta expresion es llamada Balance de Ocupacion (BO). En general, la funciéon RAMV,N)
puede interpretarse como e/ nimero medio de posiciones o configuraciones que una nueva particula
puede adoptar, cnando ya hay IN de ellas en el sistema. En términos de la nomenclatura
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introducida en la seccién 2.2, R serfa igual a @,,, . De hecho, es facil demostrar que a
partir de (2.15) y (2.24), y usando directamente el BO (2.43) se obtienen, respectivamente,
las isotermas de FH y FHL. La interpretaciéon de R es valida dnicamente para aquellos
sistemas en los cuales las posiciones sobre la red pueden ser ocupadas por un solo ente por
vez. Hs decir, para sistemas en los cuales existe un principio de exclusiéon o que cumplen
con la estadistica de Fermi. Este es el caso de la adsorciéon en monocapa (por ejemplo, la
ecuacion (2.43) no se cumple para la adsorcion en multicapa).

Aunque es posible realizar una demostracion formal de (2.43) [Roma ez a/. 2001, 2003a]
aqui, por razones didacticas, derivaremos dicha expresion siguiendo argumentos menos
rigurosos. Comenzamos considerando que el factor configuracional, o nimero total de
formas de distribuir N entes zndistinguibles sobre la red de M sitios, se puede escribir como

Q(M,N):$Y(M,N), (2.44)

donde Y(M,N) es igual al nimero total de formas de distribuir dichas particulas si a las
mismas se les hubiesen puesto marcas. En otras palabras, Y(MN) es el factor
configuracional de N entes distinguibles. Posteriormente, definimos una funcién R, (M,N)
como el nimero de posiciones que puede ocupar sobre la red una nueva particula, cuando
ya hay en el sistema N de ellas en la configuracioén ~ésima. Entonces se cumple que

Y/(M,N) Q(M,N)
Y(M,N+1)= Y R(M,N)=N! Y R(M,N). (2.45)

i=1 i=1

Teniendo en cuenta esta ultima expresion, podemos escribir el factor configuracional para
N+1 particulas indistinguibles como

N! Q(M,N) Q(M,N)
: R.(M,N)= R.(M,N). 2.46
NeD) 2 MLN) = 2 (M,N).  (246)

QM,N +1) =

Si ahora calculamos el nimero medio de posiciones que puede ocupar sobre la red la nueva
particula
1 Q(M,N)
Y. R/(M,N), (2.47)

RALN= 00Ny 2

entonces la ecuacion (2.46) puede ser reescrita:

QM,N+1)=——Q(M,N)R(M,N). 2.48

( )= X IR( ) (2.48)
Teniendo en cuenta ahora el postulado de Boltzmann, ecuacién (2.5), podemos escribir que

R
S(M,N+1)//éB:S(M,N)//é3+lnliwj|. (2.49)
N+1
Finalmente, a partir de la expresion anterior y la ecuacion (2.11), es posible determinar que

oU as
e I
aN M, T aN M, T

entonces
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, (2.50)

In ) __SIM,N+1)/ ky =S(M,N)/ & z_ln[R(z\f\;N)]

1

en donde hemos tomado la energia media U = N £ U,. La ecuacién anterior es equivalente
a (2.43).

Observemos que la ecuacion (2.43) puede ser aprovechada para calcular la isoterma de
adsorciéon. Como un ejemplo, consideremos un gas de N monémeros adsorbidos sobre
una red de M sitios. En este caso la funciéon R(AM,N) seria igual a

R=M-N, (2.51)

ya que si ya hay N particulas adsorbidas, entonces quedaran M - N sitios vacios disponibles
para alojar un nuevo monémero. De (2.43) y (2.51) podemos obtener una vez mas la
isoterma de Langmuir ecuacion (2.12).

A continuacion, usaremos el BO para determinar la isoterma de adsorciéon de dimeros

en redes de diferente conectividad. En este caso la funciéon R@AM,N,y) tiene la forma
(aunque se ha simplificado la notacién, en general, la funcién depende también de la
dimension del sustrato 4y del tamafo del £-mero £)

R(M,N,y)= TM—(zy DN +L(M,N.7y). (2.52)

El primer término del lado derecho de (2.52), representa el nimero de posiciones que
podria adoptar un dimero si la red estuviera completamente vacia. El segundo, contempla
la exclusiéon causada por los N dimeros que ya estan adsorbidos, siempre y cuando la
separacion entre ellos sea suficientemente grande. Sobre este mismo punto hablamos en la
seccion 2.1 haciendo referencia al par de trimeros de la figura 2.1. Si las particulas son
dimeros, el nimero de superposiciones de exclusiéon (o exclusiones mutuas) es igual a la
cantidad de primeros vecinos ocupados. Esto se ejemplifica en la figura 2.3 para diferentes
configuraciones sobre la red cuadrada de sitios.

L&
0
0
3¢

L&
'.

)
.0

O
s
.

Figura 2.3. Tres configuraciones distintas de cuatro de dimeros sobre la red
cuadrada. La exclusion total es de 28 en (a), 25 en (b) y 24 en (c) (suponga que
hay condiciones de borde periddicas). Los o6valos sefialan las posiciones
mutuamente excluidas por los dimeros.

Para Y= 4, el segundo término del lado derecho de (2.52) nos dice que la exclusion causada
por un dimero aislado es igual a 7. Este es el motivo por el cual las cuatro particulas de la
figura 2.3 (a), eliminan un total de 28 posiciones. Sin embargo, como muestran las figuras
2.3 (b) y (c), por cada primer vecino ocupado aparecen superposiciones que disminuyen el
valor de la exclusion total (los 6évalos de 1a figura 2.3).

El fenémeno de exclusion simultinea de una misma posicion, esta contemplado en el
tercer término del lado derecho de (2.52) (el cual sirve para corregir la exclusiéon excesiva
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del segundo término). Como acabamos de ver para el caso de dimeros, L. debe ser igual al
numero medio de primeros vecinos ocupados. El calculo aproximado de dicha funcién
puede ser realizado como sigue. Supongamos que es una aproximacion aceptable, reducir
el problema de N dimeros al de unicamente dos cuerpos a través de la siguiente expresion:

L(M,N,y)= WL(M,&;/). (2.53)

La relacién anterior aproxima el nimero medio de primeros vecinos ocupados, como el
producto entre el nimero total de pares y la exclusiéon causada por un par aislado. Veamos

como ejemplo el calculo de I.(M,2, y) para la red cuadrada de sitios.
En general, el numero total de formas de arreglar 1 y 2 dimeros sobre una red de

conectividad ¥ es facil de calcular:

QM. 1,7) =%(%M ) 2.54)
' 1

Q(M,2,7) :2—!(%M)(%M—7). 2.55)
En el caso de la red cuadrada tenemos que

Q(M,2,4)= M(2M ~7). 2.56)

Dicho nimero puede ser descompuesto en tres términos:
QM,2,4)=g,+ g, +4,, (2.57)

donde g; indica el numero de configuraciones del par con 7 vecinos ocupados.

®)

Figura 2.4. Las barras indican las 16 posiciones en las que un nuevo dimero
podria situarse en torno al ente que ya se encuentra sobre la red cuadrada. En (a)
y (b) se muestran, respectivamente, aquellas configuraciones con uno y dos

primeros vecinos ocupados.

Analizando la figura 2.4 (a) podemos determinar que, en torno al dimero central, existen 14
posiciones en las que un segundo ente podria situarse para ocupar uno sélo primer vecino.
De alli que:

1
G =5 2M 14=14M (2.58)
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Por otro lado, s6lo hay 2 posiciones en las que este puede situarse para ocupar dos
primeros vecinos (figura 2.4 (b)):

1
g = 2M 2=2M. (2.59)

A partir de las ecuaciones (2.53), (2.56), (2.58) y (2.59) podemos calcular exactamente el
nimero medio de primeros vecinos ocupados por el par

18
L(M,2,4)=————(g+t2g)=—, 2.60
( ) Q(M,2,4)(g1 2) 2M—=7) (2.60)
y luego aproximar esta misma cantidad para N dimeros:
-1
L(M,N,4) =w. (2.01)
2M-T)

Usando ahora la ecuacién (2.61), podemos escribir el BO para los dimeros sobre la red
cuadrada de sitios:

1

= —|2M-7TN+
-4

w} 262

(2M—=7)

Si ahora tomamos el limite termodinamico N y M — oo (pero manteniendo el cubrimiento

0 finito) obtenemos:

! :%—7+%9+O(92). (2.63)

Aun se puede hacer algo mas. Supongamos que el lado derecho de (2.63) corresponde a
los primeros términos de una expansion en setie de potencias de 6. Entonces podemos
aproximar aquellos que han sido despreciados, mediante un solo término de segundo
orden:

g7 =g—7+%9+492. (2.64)

El coeficiente @ se puede determinar exigiendo que cuando @ — 1, cuando y — oo. De
esta condiciéon obtenemos a = 3/4 y por lo tanto:

0

exp[B(u—-20,)]= o5 - [BO:y=4yk=2) (26
4-70+-0°+-6’
47 4
Finalmente, usando la relacion
1 6
5.(0,7)/ ky = —Zfln (0" d6’, (2.66)
0

podemos calcular la energfa libre y la entropia del sistema:
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A-6)

B1.0,T,7)=BOU, —%[mc—me —2]+@1n(1—9)+(71n(/1—9)—

—Mln(B—FQ)—élnA-kélnB
2 2 2

y
(0,7)/ A, :%[mc-me—2]—@1n(1—9)—@1n</1—9)+

+Mln(B+9)+élnA—ElnB,
2 2 2

en donde el las constantes A4, By C tienen los valores:

7 7 3 ~ ~
A_Z(\/;—l} B_2[\E+1} C=3. BO:y=4yk=2)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

La integral (2.66) no es trivial de resolver. Para ver un desarrollo completo consultar el

apéndice A.1.

Figura 2.5. Las barras indican las 8 posiciones en las que un dimero podria
situarse en torno a un segundo ente en la red hexagonal. Notemos que en todas

estas configuraciones hay sélo un primer vecino ocupado.

Figura 2.6. Las barras indican las 18 posiciones en las que un dimero podria
situarse en torno a un segundo ente en la red triangular. En (a), (b) y (c) se
muestran, respectivamente, aquellas configuraciones con uno, dos y tres

primeros vecinos OCLpo.dOS.

Siguiendo un procedimiento similar y teniendo en cuenta las figuras 2.5 y 2.6, podemos

determinar la isoterma de adsorcién para la red hexagonal (Y= 3) y triangular (Y = 4):

21



0
350+ %92+ %0°
30 3

exp[ B(u—2U,)]= BO:y=3y.=2) (270)

0
6—119+Z92+893

BO:y=6y£=2) (271)

Notemos que las dos ecuaciones anteriores tienen la misma forma que la isoterma de
adsorcion (2.65). De alli que, tanto la energfa libre como la entropia tengan la misma forma
funcional que (2.67) y (2.68). La tunica diferencia por supuesto, se encuentra en las
constantes A, By C:

A:%(\/E—l) B:%(\/?H) C:% BO:y=3y£=2) (272

A:E[@_1] B:%(EJAJ c:%. BO:y=6y£=2) (273)

71 5 5

2.6 Expansion en coeficientes del Virial

La expansion en Coeficientes del Virial (CV) es una técnica muy usada para aproximar
la ecuacién de estado a bajas densidades [McQuarrie 1976]. Con esta metodologia, es
posible obtener todas las funciones termodinamicas de interés como series de potencias del
cubrimiento superficial. Al igual que en la seccién anterior, aqui calcularemos hasta el
tercer coeficiente del virial, la energfa libre, la entropia y la isoterma de monocapa, de
dimeros sobre las redes hexagonal, cuadrada y triangular [Roma ez a/. , 2002, 2003a].

Comenzaremos describiendo el formalismo para el caso particular de un gas de red de
k-meros, sin interacciones laterales y con un hamiltoniano del tipo (2.1). La gran funcién
de particién se pude escribir como

E,(M, )=, 3" Q. (M,n), (2.74)

n=0

donde # es el numero de entes y 7, su maximo valor para una red de tamafio M (por
razones de simplicidad, momentaneamente en este desarrollo hemos dejado implicita la
dependencia con la conectividad de la red). En la asamblea gran canénica el cubrimiento
superficial viene dado por

PIYRARpAS N (LT 2.75)
M M\ 9 |,

Un resultado que nos sera de utilidad, es la siguiente expansion en serie de potencias:

ln[1+g(x)]=1n[1+z(o)]+ﬂ‘ X+i{ () _[ () ]} N

[1+2(x)] 20 [T+ z(x) | 1+3(x)
L 2"(x) _33”(x)z'(xz)+2|: L) :| e, (2.76)
BN TH+2(x)  [1+z(x)] ol |
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donde z (x) es una funcién arbitraria y las primas indican derivadas respecto de la variable
x. Los primeros términos de la gran funcién de particion (2.74) son los siguientes:

E(M, ) =14+Q,(M,1) y+Q,(M,2) y* +Q,(M,3) y* +---. (2.77)

Si identificamos | 1+ g(x) ] con &, y x con y entonces, luego de algunos pasos algebraicos,
la expansion en serie de potencias del logaritmo natural de la gran funcién de particion
puede escribirse como

_ 1
InE, (M, )= Qu (M 1) y+—[ 2Q,(M,2)= (M, 1) | »* +

2.78)
1
+2[BRUM,3)=3Q,(M,2)Q, (M )+ Q1M D] -
Luego, usando la expresion anterior, calculamos el cubrimiento a partir de (2.75):
/é /é 2 2
0 =—Q,(M,1) y+—[2Q,(M,2)-Q} (M, 1) ] y* +
M M
p 2.79)
+M[3§2/€(M,3)—3Qé(M,2)Qé(M,1)+QZ(M,1)]J,3+...
O=by+b,y +by +=3by (2.80)
i=1
donde usualmente a los 4, se los llama coeficientes del virial y en especial
k k )
b=—Q(M,1) b =—[2Q,(M,2)-Q;(M,1])]
M M 2.81)

k& 3
b, = M[mé(Mﬁ)—3g2é(M,2)g2é(M,1)+Qé(M,1)].

La ecuacién (2.80) ya es una expresion que nos da la isoterma de adsorcion. Sin
embargo, hemos efectuado unos pasos algebraicos adicionales con la intencién de invertir

esta serie, de tal forma que y quede expresada como una funcion de 0:

yzzﬁzﬂj =a0+a,0> +a0’+---. (2.82)

=j

Ahora debemos calcular los coeficientes «; de la expansion anterior. Esto se puede lograr
invirtiendo los primeros términos de la serie (2.80). Reemplazando (2.82) en (2.80) e
igualando término a término obtenemos

0=h[ab+a,0"+a.0"+-|+b,[ a6 +a6 +~-~]2 +b,[a@+ ] +--
0 =[ba,16 +|:blaz +172(ﬂ1)2:|92 +|:17143 +2b,a,a, +[73(”1)3:|93 4

[ba,]=1  [ba,+by(a) |20 [bay+2baa,+by(a) |=0.  (2.83)
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Finalmente, resolviendo las ecuaciones anteriores, los tres primeros coeficientes de la
expansion en serie de potencias de 6 de la isoterma de monocapa son

1 2
a, =— a, = 4, a, = 2@— b . (2.84)

b O3 b)Y (b)

Como podemos comprobar al analizar (2.81) y (2.84), para determinar del /~ésimo término
de la isoterma (2.82), debemos ser capaces de calcular el factor configuracional para un
namero / de A-meros.

Seguidamente determinaremos las isotermas de adsorciéon de dimeros hasta el tercer
coeficiente del virial, sobre las redes hexagonal, cuadrada y triangular. En la secciéon
anterior ya obtuvimos los factores configuracionales para una y dos particulas, ecuaciones
(2.54) y (2.55). Aunque es muy oneroso realizar un calculo directo, indirectamente el factor
configuracional para tres dimeros puede obtenerse facilmente. Para el caso especial de la
red cuadrada, combinando (2.48), (2.52), (2.56) y (2.60) obtenemos

QZ(M,3)=%QZ(M,2)R2(M,2)

11
Q,(M,3)= %M” —14M? +T6M. (2.85)

Luego, a partir de los factores configuracionales (2.54), (2.55) y (2.85), y las relaciones (2.81)
y (2.84), podemos determinar facilmente la isoterma de monocapa hasta el tercer
coeficiente del virial:

exp[ﬁ(,u—ZUo)]=%+%92 +§9~”+---. (CV:y=4yk=2) (2.806)

Similarmente, para las redes hexagonal y triangular obtenemos

eXp[ﬁ(/«t—ZUu)]=%+§92 +%93 +eee (CV:y=3y.£=2) (2.87)
y
6 11, 49
exp[B(=2U,)|= 407+ 0" (CViy=6yk=2) (289

Finalmente, al igual que en la seccién anterior, calculamos la energia libre y la entropia del
sistema usando la relacion (2.66) (ver apéndice A.2):

B2+(9+C)2]_

0 ) e
ﬁfz(G,T,}/):ﬁOUU—5{3—ln(A9)—ln[B +O+C) ]}+Eln|: Y

eon(§ Joeen(5°)
— B| arctan| — |—arctan
B B

(2.89)
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6 ) »n C. |B+@O+C)
52(9,7/)//%13—5{3—111(/49)—11’1[13 +(9+C> ]}—EIH[W +
(2.90)
C 0+C
+ B| arctan| — |—arctan R
B B
donde ahora, para cada conectividad, las constantes .4, By C son
5 111 7
A== B=, |— C=—, CV:y=4yk=2) (291
8 V400 20 (CViy=dye=2 C
7 59 5
A== B=|— C=— CV:y=3yk=2) (292
9 196 14 (CVr=3y ) (99

49 /2439 33
A=—- B=,|—— C=—. CV:y=06y.£=2) (293
108 9604 98 ( r=oy ) (99

2.7 Estadistica Fraccionaria

En estas dos ultimas décadas, se ha desarrollado un nuevo marco teérico para estudiar
sistemas que no pueden ser descriptos por una estadistica tradicional. Tal es el caso de los
anyones o particulas con Estadistica Fraccionaria (EF) en dos dimensiones [Leinaas 1977,
Wilczek 1982]. Recientemente se ha propuesto [Haldane 1991; Wu 1994 que un factor
configuracional de la forma

. -n!
Q= tN=-D! (2.94)
Nl -1)!
puede ser utilizado con este fin. La funcién
dy =G—G,(N) (2.95)

es interpretada como el numero de estados disponibles para la N-ésima particula si ya hay
(N -1) de ellas en el sistema. En este caso, si imponemos que G,(0) = 0, entonces la
constante G juega el papel del nimero de configuraciones del sistema cuando hay una sola
particula en él. Notemos que nuevamente las funciones @, (seccion 2.2), R (seccion 2.5) y
dy representan el mismo concepto fisico.

Para mostrar la versatilidad del factor (2.94), consideremos por un momento que la
funcién (2.95) tiene la forma particular 4y, = G - g (N - 1), siendo g una constante definida
en el rango [0,1]. Para g= 0y g =1 el factor configuracional describe, respectivamente, las
estadisticas de un sistema de Bosones y Fermiones:

_(G+N-1)!
Q= NI =y (Bosones) (2.96)
y
Q= o Fermiones) (2.97)
NI(G-N)! ( '

Esto demuestra que (2.94) permite interpolar entre estos dos extremos y describir a su vez
una variedad de EF para g en el rango (0,1).
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En lo que sigue describiremos una generalizacién de la EF para tratar el problema de
particulas de gran tamafio [Riccardo ez a4l 2003, 2004, 2005; Roma ez al 2005b].
Comenzaremos calculando la energfa libre, la entropia y la isoterma a partir de (2.94). Mas
tarde mostraremos que una forma adecuada de la funciéon (2.95), permite describir
eficientemente el problema especifico de adsorcion de £-meros.

Comenzamos escribiendo la energfa libre y la entropia a partir de (2.94):

BF(M,N,Ty= BNtU, —(d + N -1)In(d\, + N-1)+ N1In N +

(2.98)
+(dy —=1)In(d, —1)
y
S(M,N,T)/ ky=(dy+N-Dln(d,+N-1)—NIn N - 599
—(d —=DIn(d, —=1). @99)
Luego, derivando (2.98) respecto de N, podemos calcular la isoterma de monocapa:
= (-1
n|1=G,(n)+n
exp[ B(u—4U,)]= [ - J . (2.100)
[1-G,(n ]
En la ecuacion anterior
N ez iim G e A
n= c G,(n)= \hcrgm C vy G,(n)= . (2.101)

Como vemos, en la funcién (2.100) el cubrimiento superficial ha sido suplantado por #, con
n=aly
M
a=—. (2.102)
kG

Por dltimo, dividiendo las ecuaciones (2.98) y (2.99) por M y tomando el limite
termodinamico, obtenemos la energfa libre y la entropia por sitio de red:

Bf.(nT,y)=B2U, +1/€1nn—i/€[1—é(,(n)+n]1n[1—éo(n)+n]+
1“ ‘ ¢ (2.103)
+Z[l =Gy(n) |In[1-G,(n) ]

s ()] =—ilnn—l—i[l—éo(n)+n:|1n[l—éo(n)+n:|—

: (2.104)

__/é[l—éo(ﬂ)]lﬂ[l_é()(”)]‘

a

Aunque la isoterma (2.100) esta expresada en forma general, en la practica debemos
proponer una forma especifica de la funcion éo. La opcién mas sencilla consiste en
suponer una dependencia lineal
G,=g4n, (2.105)

0
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donde g es una constante que en general dependera de la conectividad de la red y del

tamafio 4. De alli que é(; =gy

aB[1-a6(g— l)](g_l)

: 2.106)
[l —a 9g]°

exp[B(u—-£U,)]=

Como ejemplo consideremos el problema de adsorcién unidimensional de A-meros. En
este caso tendremos que G = M y « = £'. Reemplazando estos valores en (2.106) y
eligiendo g = 4, podemos facilmente comprobar que recuperamos la soluciéon
unidimensional de 4-meros ecuacion (2.32).

El ejemplo anterior nos permite ensayar una interpretacion de g que sea suficientemente
plausible. Como vimos, fue necesario igualarla al tamafio del A-mero para obtener la
solucion unidimensional. Esta elecciéon no es caprichosa. Si observamos la definicion de

éo(ﬂ) , ecuacion (2.101), podemos constatar que en los extremos se debe cumplir que
GO=0 y  Gy(n)=1, (2.107)

donde el nimero maximo esta dado por la expresion

= o (2.108)

Si ahora queremos que G, (#) sea lineal y, a su vez, cumpla con los valores extremos

(2.107), entonces simplemente debemos tomar

LG 1
=T, 2.109
8= ( )

Finalmente esto explica la eleccién de g = £ para el caso unidimensional.
Por dltimo, si tomamos

(2.110)

b

="M
2

y nos valemos de las ecuaciones (2.102) a (2.100) y (2.109), podemos escribir la energfa
libre, la entropia y la isoterma de monocapa para el problema general de £-meros

adsorbidos sobre una red de conectividad y:

ﬁfé(O,T,}/):ﬁOU(,+an[£]+z(l—9)ln(l—9)—
kY | 2
EF)  (2.111)
—1[1—(“_2)e]m[l—(éy_z)e],
2 kY kY
;é(e,y)/@:—%m[%]—ga—e)lna—eﬁ
EF)  (2.112)

AP
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20 1_29(@_1)(’?@

£ £ 2
exp[ B — kU] =T
[1-6]

EF)  (2.113)

kY
2

2.8 Simulaciéon de Monte Carlo

Como hemos podido observar en las secciones anteriores, existen un numero
importante de aproximaciones analiticas de la isoterma de monocapa, para el problema
especifico de adsorcion de £-meros lineales. Los desarrollos anteriores no nos permiten
determinar cual de ellas es la mas adecuada, o cual debe emplearse en una situacion
particular. Con el objeto de estudiar mas adelante el grado de exactitud de las isotermas
analiticas, en esta secciéon describiremos la forma de realizar un algoritmo de Monte Catrlo
(MC) para obtener una solucién numérica de nuestro problema. Esta sera considerada
nuestra mejor soluciéon del modelo descripto en la seccion 2.1.

Como es usual, el algoritmo consiste en generar un proceso de Markov definido en
términos de la probabilidad de aceptaciéon de Metropolis [Metrépolis e al. 1953; Binder
1979; Nicholson and Parsonage 1982]:

W, , =min{Lexp[-BAH, , |}. (2.114)

La ecuacién anterior nos dice que, el intento de cambiar el sistema desde su configuracion
-ésima a otra denominada j-ésima, debe aceptarse con una probabilidad igual al minimo
entre 1 y un factor de Boltzmann. En la asamblea gran candnica y en ausencia de
interacciones laterales tenemos que el cambio energético producido en el sistema, AH,

ij>
en la transiciéon desde la configuracién /~ésima formada por N, particulas, a la j-ésima
formada por N patticulas es

AH,  =(#U,-u)AN, , (2.115)

donde AN, =N —N,. Por lo tanto, si en nuestro proceso de Markov sélo se permiten

cambios con AN, =%l (adsorcién y desorcién de una sola particula), entonces la

probabilidad de aceptacion (2.114) podra tomar los valores

W, =min{lexp[ B (u—£U,) |} =min{l, } (adsorcion)  (2.116)

W, =min{lLexp[ B (U, —ut) [}=min{l, y'}.  (desorcion) (2.117)

Notemos que la dinamica del sistema depende directamente de la funcién y, la cual fue
definida anteriormente en la ecuacion (2.42). Es decir, la soluciéon numérica de MC sera la
misma para cada conjunto de parametros {{t, U,y T }que determinen un mismo valor de
esta funciéon (de hecho, en todas las isotermas analiticas que hemos desarrollado, y aparece
como una funcién de 9).

La ecuaciones (2.116) y (2.117) permiten cumplit con el principio de reversibilidad
microscdpica, y son una condicién necesaria para arribar a una distribucion de equilibrio que
cumpla un balance detallado entre las configuraciones accesibles del sistema [Binder 1979;
Ramirez-Pastor 1998a]. Sin embargo, aunque sean usadas rigurosamente para aceptar o no
un dado cambio, debemos prever que el algoritmo intente transiciones carentes de un sesgo
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particular. Es decir, es necesario que la configuracion de destino ( j-ésima) sea elegida con
igual probabilidad, de entre todas las posibles que puedan ser alcanzadas a partir de la
inicial (-~ésima), para un dado mecanismo de cambio particular. En nuestro caso, el
algoritmo completo que cumple con la condicién anterior y que fue usado en la simulaciéon
de MC, es descripto a continuacion:

Algoritmo I

a- Elegimos un valor de .

b- Se comienza o con la red de sitios completamente vacia o en una configuracion
arbitraria. Hsta sera llamada /~ésima y en general estara caracterizada por una
determinada distribucion espacial de IN; £-meros sobre los sitios de la red.

c- Elegimos al azar una £-upla de entre todas las que existen en la configuracion 7
ésima. Existen sélo £-uplas vacias o llenas. Una £-upla vacia es un conjunto de £
sitios dispuestos en forma lineal que no han sido ocupados. Por otro lado, una -
upla llena es simplemente un &-mero adsorbido (notemos que en esta ultima
categoria, no son considerados como £-uplas llenas, aquellos conjuntos de £ sitios
ocupados dispuestos en forma lineal, si estos pertenecen a diferentes £-meros).

d- Generamos un numero aleatorio 1] en el intervalo [0,1].
e- En el caso que la £-upla seleccionada al azar en el punto “c” esté vacia, intentamos

un proceso de adsorciéon: si N < W, , el cambio es aceptado y el sistema pasa
desde su configuracion ~ésima a la j~ésima, las cuales difieren entre si porque la £-
upla elegida ha sido ocupada por un nuevo £-mero. De otra forma, sinn > W, , el
sistema permanece en la configuracion inicial.

f- En el caso que la £-upla seleccionada sea un £-mero adsorbido, intentamos un
proceso de desorcion: si 1 < W, , el cambio es aceptado y el sistema pasa desde su

configuracioén /~ésima a la j~ésima. Estas difieren entre si porque el £-mero elegido

ha sido eliminado de la red. De otra forma, sin > I, ,
la configuracion inicial.
g- Tomamos la nueva configuraciéon del sistema como la ~ésima. Posteriormente

({94

regresamos al punto “c”. Esto cumple un ciclo o paso elemental de simulacion.

el sistema permanece en

Hay un punto que debe ser aclarado. Para elegir una k-upla se pueden seguir dos
procesos diferentes, los cuales son equivalentes. Por un lado, es posible realizar un
algoritmo que nos permita conocer en todo momento, tanto las posiciones como las
caracteristicas (vacfas o llenas) de las £-uplas del sistema. Esto requiere la realizacion de
actualizaciones paso a paso que ya que la adsorcién y la desorcidn, respectivamente,
destruyen y crean A-uplas vacias, asi como crean y destruyen £-uplas llenas. Sin embargo, si
en todo momento conocemos esta informacioén, nos sera muy facil seleccionar al azar uno
de tales entes en forma efectiva (sin pérdida de tiempo).

Otra forma de proceder, consiste en elegir al azar un sitio y una las ¥/ 2 direcciones
sobre la red. Esto permite en principio localizar una £-upla: esta se formara agrupando el
sitio elegido con sus vecinos a lo largo de la direccién seleccionada. Ahora bien, este
proceso de busqueda podria frustrarse, ya que en principio la 4-upla elegida no
necesariamente estara vacia o llena. También es posible que esos £ sitios pertenezcan a
diferentes A-uplas (llenas o vacias). Por lo tanto, aunque este mecanismo no necesita
actualizaciones paso a paso, a grandes cubrimientos de la red no es muy efectivo. En este
trabajo hemos usado ambas formas de elegir una £-upla. Sin embargo, la primera de ellas
ha probado ser la mas adecuada para tratar con £-meros de gran tamafo.

Cada ciclo del algoritmo I, describe s6lo un intento elemental por cambiar el estado del
sistema. Denominaremos un Paso de MC (PMC) o unidad de tiempo de MC, a M de tales
intentos (ya sean efectivos o no). Luego de descartar un nimero # de PMC (que aseguren
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que ya estamos en el equilibrio termodinamico), el cubrimiento medio de A-meros se
obtiene como un promedio aritmético sobre un tiempo adicional # [Binder 1979]:

o= FN)_ % liNi , (2.118)

donde el numero instantaneo de entes IN; es muestreado una vez por cada PMC. El
cubrimiento superficial es el unico parametro medido en esta simulacién. Para minimizar
los efectos de tamano finito, se incorporaron condiciones de borde periddicas.

Figura 2.7. Cuatro de las formas en que podria situarse un pentamero sobre la
red hexagonal.

Finalmente debemos destacar una caracteristica de la adsorcion sobre la red hexagonal.
Como ejemplo, la figura 2.7 muestra para pentameros la forma que se ha elegido para situar
los entes sobre este tipo de superficie. Precisamente, un £&-mero sera depositado sobre £
sitios de la red, de tal manera que el primero y el dltimo segmento del ente se encuentren lo
mas alejados posible uno del otro. Esta regla simple define el concepto de £-mero /neal
sobre la red hexagonal. Ademas, permite que las particulas se adsorban en forma
totalmente elongada.

2.9 Comparacion entre los resultados analiticos y de simulacion

En esta seccioén analizaremos las isotermas analiticas, comparandolas con la simulacién
de MC. Esto nos permitira determinar el grado de confiabilidad de dichas soluciones.
Comenzaremos con el problema particular de dimeros adsorbidos sobre las redes
hexagonal, cuadrada y triangular. Posteriormente, veremos los resultados para £-meros de
gran tamafio sobre estas mismas superficies.

Antes de analizar los datos obtenidos, debemos destacar que los calculos numéricos
fueron realizados sobre redes cuya dimension lineal I (M = L x L)), se eligi6é para minimizar
los efectos de tamafio. En especial se comprobd que es suficiente con tomar L. = 204, para
realizar la simulacién de MC de la adsorciéon de un &-mero de tamafio £ Por otro lado,
también se encontré que basta con tomar un nimero de PMC de # = #= 10° para que los
resultados numéricos sean confiables.

Vale la pena empezar comparando las isotermas de dimeros, con la de mondémeros
ecuacion (2.12). La figura 2.8 ha sido editada con este propoésito. Una de las caracteristicas
mas sobresaliente que podemos observar, es que la isoterma para & = 1 presenta una
simetrfa particula-vacancia. Analiticamente esta propiedad puede expresarse mediante la
ecuacion [Hill 1986]

9(0)y(1-0)=1. (2.119)
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En general, esta simetrfa no esta presente en la adsorciéon de £-meros de tamafio £ 2 2.
Podemos ver también en la figura 2.8 que, aunque las isotermas de dimeros se parecen

entre si, hay una tendencia clara que muestra, para un dado valor de B (U-2U,), un leve
incremento del cubrimiento superficial para redes de mayor conectividad.

1.0

0

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2

0.0

5 10

0
Bu-2U,)
Figura 2.8. Comparacién entre la isoterma exacta de monémeros y las isotermas
de dimeros para las tres conectividades estudiadas.

Para entender el origen de este comportamiento, escribamos una isoterma rudimentaria
usando el BO ecuacién (2.43) y soélo el primer término de la relacion (2.52). Con esta
aproximacién obtenemos la siguiente relacion que es valida para dimeros a bajas
densidades:

In@=lny+pB(u-20,). (2.120)

Podemos comprobar que, para un valor fijo de B (U-2U,), el cubtimiento serd mayor a
medida que aumente la conectividad de la red. Cualitativamente lo que sucede es que
aparecen muchas k-uplas vacias a medida que ¥ crece. Entonces, para una misma
probabilidad de adsorcion, las chances de que un dimero se deposite sobre la red seran
mayores. A su vez, se puede comprobar que la desorcion sera la misma para cualquier red.
Por lo tanto, en el estado estacionario, el cubrimiento deberd incrementarse en aquellas
redes de mayor conectividad.

La tabla 2.1 presenta una compilaciéon de todas las isotermas analiticas aproximadas
vistas en este trabajo, las cuales por conveniencia han sido reescritas. Las figuras 2.9 (a) y
(b) muestran, para dimeros en la red hexagonal, una comparacién entre los resultados
analiticos y los de simulacién de MC. Podemos observar cualitativamente, que solo para la
aproximacién CV aparecen grandes diferencias con los datos numéricos. Sin embargo,
para cuantificar el grado de exactitud de las isotermas tedricas, definimos un error como el
valor absoluto de la diferencia porcentual entre el cubrimiento de simulacién 6, y el

analitico 6,5 , para un mismo valor de 8 (U-2U,):

QMC — QAN

McC y=cte.

A, (%) =100 (2.121)

Las figuras insertadas en 2.9 (a) y (b) muestran este error calculado para cada una de la
aproximaciones (hay que notar que las escalas de estas figuras son diferentes). De esta
forma podemos corroborar lo observado anteriormente en forma cualitativa para CV.

La figura 2.9 (a) muestra que, a pesar de que FH es similar a los datos numéricos, el
error porcentual de esta aproximaciéon es muy grande a bajos cubrimientos. Notemos que
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nuestra modificacion de la teorfa de Flory- Huggins para £&-meros lineales (la aproximacion
FHL) presenta ventajas importantes frente a la original FH. Como era de esperarse, hay un
acuerdo importante con la simulacién para bajas concentraciones (esto también es valido
para CV). Por otro lado, la figura 2.9 (b) muestra que el BO y la isoterma de GD
sobresalen del resto de las soluciones analiticas, siendo esta tltima la mejor comportada.

B(u—#£U,)=1n % —£ln(1-0)—(£=1)ln(y —1) FH
0 14
B(u—£U,)=In - —kIn(1-6)—1n 5 FHL
B(u—£U,)=1n % —£ln(1-0)—1In % +(/e—1)1n[1—<i%1)9] EU
Beu—eU)=1n[ 2 - £1nc-6)-1a[ ¥ +(,é—1)ln|:l—@£:| GD
k 2 14
0\ £y v\ (kY (kY -2)

—£U) =In| — [-=L1In(1-0)=In| = |+| =L ~1 [In|1-6 —"—=>
Blu—kU,)=ln| - |=—"In(1-6) n(z) (2 )n[ P EF
B(u—-2U,)=1n(30)—1n(9-150 +46° +26°) (k=2y y=23)

R BO
B(u—2U,)=1n(460)~1n(16—2860 +96* +30°) (k=27y y=4)
B(u—2U,)=1n(60)—1n(36—660 +236> +76°) (£=2y y=0)
B(u—-2U,)=In 9+§92+193) (k=2y 7=3

3.9 9
0 7 5

—2U,)=ln| =+—60>+=6’ E=27y y=4 cv

B(u ) =1n 416 3 ) ( y Y=4)
6 11 49

-2U)=In| —+—0°>+—6’ k=2 =6

B(u o) =1In 6 36 108 ) ( y Y=0)

Tabla 2.1. Isotermas de adsorcién de A-meros en monocapa sin interacciones
laterales, para todas las aproximaciones usadas en este trabajo.

Una informacioén similar es mostrada en las figuras 2.10 y 2.11 para, respectivamente,
dimeros sobre las redes cuadrada y triangular. Nuevamente observamos que las
aproximaciones de FH y CV, presentan un error porcentual muy grande al ser comparadas
con la simulacién. Para las isotermas analiticas EU y EF, podemos constatar que un
aumento en la conectividad estd acompafiado de un incremento promedio en el error
porcentual (como vemos, ha sido necesario agrandar la escala de las figuras insertadas en
dichas graficas). El caso opuesto sucede con la aproximaciéon FHL, la cual se asemeja cada
vez mas a la simulacién a medida que aumenta ¥. Por otro lado, siguiendo este mismo
analisis, las isotermas BO y GD muestran una competencia muy pareja. Mientras es claro
que para ¥ = 3 la ecuaciéon GD supera a BO, esta situacion se revierte en la red cuadrada.

Sin embargo, para ¥ = 6 los errores cometidos por ambas aproximaciones son muy
parecidos. Debe destacarse que, a diferencia de BO, la isoterma de GD muestra una
desviacion muy pareja respecto de las datos de simulacion.

Otra forma de analizar las aproximaciones analiticas, consiste en comparar la entropia
por sitio de red con la determinada en la simulacién de MC. Este ultimo calculo puede
realizarse de diferentes maneras. Como previamente hemos determinado numéricamente
la isoterma de adsorcion, usaremos esta misma informacién para calcular la entropia del
sistema. El método que emplearemos se denomina Integraciéon Termodinamica (IT)
[Binder 1985; Roma 2000a] y consiste simplemente en aprovechar la relacién (2.66) para
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integrar la isoterma de simulacién. Los resultados numéricos y analiticos, de la entropia
por sitio de red para dimero adsorbidos sobre las redes hexagonal, cuadrada y triangular se
muestran, respectivamente, en las figuras 2.12, 2.13 y 2.14.
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Figura 2.9. Adsorcién de dimeros en la red hexagonal. Comparacién entre la
isoterma de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH,
FHL y CV, y en (b) GD, BO, EU y EF. Las figuras insertadas muestran el error
cometido por cada aproximacién (notar que tienen diferente escala).
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Figura 2.10. Adsorcién de dimeros en la red cuadrada. Comparacién entre la
isoterma de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH,
FHL y CV, y en (b) GD, BO, EU y EF. Las figuras insertadas muestran el error
cometido por cada aproximacién (notar que tienen diferente escala).
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Figura 2.11. Adsorcion de dimeros en la red triangular. Comparacién entre la
isoterma de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH,
FHL y CV, y en (b) GD, BO, EU y EF. Las figuras insertadas muestran el error
cometido por cada aproximacién (notar que tienen diferente escala).

33



Notemos que las discrepancias a altos cubrimientos, son mas notorias cuando
comparamos los datos entrépicos. Por ejemplo, la isoterma de adsorcion FHL para la red
hexagonal muestra un desplazamiento aproximadamente parejo respecto de la simulacion
(ver el error en la figura 2.9 (a)). Sin embargo, la figura 2.12 (a) nos dice que las diferencias
aumentan conforme se incrementa el cubrimiento. La explicaciéon de ello se encuentra en
que la entropia se obtiene a partir de la integral de la isoterma de adsorcion. Por lo tanto,
los errores se iran acumulando conforme aumenta 6.
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Figura 2.12. Entropia de dimeros en la red hexagonal. Comparacién entre los
datos de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH, FHL
y CV,yen (b) GD, BO, EU y EF.
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Figura 2.13. Entropia de dimeros en la red cuadrada. Comparacion entre los

datos de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH, FHL

y CV, yen (b) GD, BO, EU y EF.
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Figura 2.14. Entropfa de dimeros en la red triangular. Comparacion entre los
datos de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH, FHL
y CV, yen (b) GD, BO, EU y EF.
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Otro tipo de caso lo representa la aproximaciéon FH en la misma figura 2.9 (a).
Observemos que a muy bajos cubrimientos el error es muy grande y luego disminuye
considerablemente. La comparacién entre la curva de entropia analitica y la de MC, figura
2.12 (a), muestra un comportamiento diferente: tanto a bajos como a altos cubrimientos el
acuerdo es bueno, existiendo una desviacién en la region intermedia. Esto se debe a un

efecto de compensacion, ya que las isotermas de FH y de simulacién se cruzan en 0= 0,73.
Para finalizar esta seccion analizaremos la adsorciéon de A-meros lineales de mayor
tamafio. Aunque no sera mostrado en las proximas figuras, debemos mencionar que hay
que tener un especial cuidado con la adsorciéon sobre la red hexagonal. Consideremos los
siguientes razonamientos. El numero de formas de adsorber un dimero sobre una red
hexagonal de M sitios cuando se encuentra vacia es igual a 3/2 M. Esto concuerda con
nuestro resultado general para un sustrato de conectividad 7, es decit y/2 M (ver por
ejemplo el primer término del lado derecho de la ecuaciéon (2.52)). Ahora bien, esta
situaciéon cambia para £ > 2 debido a la forma que hemos elegido para adsorber los -
meros. Observando detenidamente la figura 2.7, podemos constatar que la siguiente
variante en el mecanismo de adsorcion, debe implementarse para localizar las £-uplas
lineales sobre la red hexagonal. Primero debemos elegir al azar tanto un sitio como una las
tres direcciones sobre la red. Este proceso sera suficiente para el caso de dimeros. Sin
embargo, para £ > 2, nos vemos obligados a realizar una nueva eleccioén. La localizacion de
una tercera unidad tendra dos posibilidades mas (ver figura 2.7). A partir de alli, para
seleccionar el restos de los sitios, no hay otras chances (esto se debe a que la £-upla tiene
que ser elongada). Es decir, luego de pararnos en un sitio seleccionado al azar tendremos 6
formas de elegir una £-upla. De alli que el nimero total de configuraciones accesibles (con
la red vacia) en la adsorciéon de un k-mero con £ > 2, sera el mismo para las redes
hexagonal y triangular (en esta ultima, luego de la eleccién del primer sitio también hay 6
direcciones posibles para la £-upla). Por lo tanto, debemos tomar ¥ = 6 en las isotermas
analiticas para representar la adsorciéon sobre la red hexagonal para £ > 2. Aunque el
numero total de estados accesibles es idéntico para ambas redes, la exclusiéon depende
fuertemente de la conectividad. El que las aproximaciones sean las mismas para la redes
hexagonal y triangular (para £ > 2), dnicamente significa que este ultimo efecto no ha sido
considerado adecuadamente.
Las figuras 2.15 (a) y (b) muestran como ejemplo la isoterma de MC para &£ = 3 sobre
la red cuadrada, comparada con las soluciones analiticas FH, FHL, EF, GD y EU (el BO y
CV fueron aproximaciones realizadas unicamente para dimeros). Podemos apreciar
cualitativamente que estas tres ultimas aproximaciones acuerdan relativamente bien con los
datos numéricos. Para un tamafio mayor £ = 0, figuras 2.16 (a) y (b), sélo EF y EU
muestran una prediccion importante de los datos de MC. Un analisis cuantitativo para
todas las geometrias de red estudiadas, mostraria lo que ya es evidente: al aumentar el
tamano 4 las aproximaciones comienzan a fallar.

A excepcion de FH, el resto de las aproximaciones muestran un buen acuerdo a bajos
cubrimientos. Sin embargo este rango de bajos cubrimientos se estrecha a medida que crece 4.
La razoén por la cual se incrementan las discrepancias, probablemente se deba al aumento
del nimero medio de entes que participan en la exclusiéon simultinea de una misma
posicion. Recordemos que en la seccion 2.5 cuando estudiamos el BO, propusimos una
forma general para R, el nimero medio de posiciones en las que puede adsorberse un -
mero si ya hay IN de ellos sobre la red. Alli vimos que al incrementarse el cubrimiento, se
debe considerar una funcién L (que nos es desconocida) que tiene en cuenta esta exclusion
simultinea. Para dimeros pudimos comprobar que sélo dos entes participan en este
proceso, siendo esta la razén por la cual la aproximacién de L realizada suponiendo
interacciones (configuracionales) de a pares, fue suficiente para obtener una isoterma que
acuerda excelentemente con los datos de MC. Sin embargo, a medida que aumenta el
tamafo £, el nimero de entes que pueden excluir simultineamente una misma posicion
crece vertiginosamente. De hecho, si analizamos un caso muy particular pero posible, en el
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cual tenemos una configuraciéon formada por un nimero £ de £-meros acomodados uno al
lado del otro en forma ordenada, veremos que hay posiciones transversales que son
simultaneamente excluidos por todos los entes de este conjunto compacto. Es decir, una
aproximacion adecuada de la isoterma debe contemplar como minimo un problema de £
cuerpos.
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Figura 2.15. Adsorcién de trimeros en la red cuadrada. Comparacién entre la
isoterma de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En (a) se presentan FH,
FHL y EF, y en (b) GD y EU.
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Figura 2.16. Adsorcién de A-meros de tamafio £ =6 en la red cuadrada.
Comparacién entre la isoterma de MC (simbolos) y las soluciones analiticas. En
(a) se presentan FH, FHL y EF, y en (b) GD y EU.

(b)

Ninguna de las soluciones analiticas logra salvar esta dificultad. Sin embargo, notemos
un hecho interesante. La figura 2.15 (b) muestra que GD representa muy bien los datos de
MC a bajos cubrimientos, mientras EU lo hace aproximadamente a altos cubrimientos.
Este mismo comportamiento persiste al aumentar £, lo cual puede observarse en la figura
2.16 (b). Entonces, vemos que existe una suerte de relevo en la tarea de aproximar los datos
de simulaciéon. En la proxima seccién, usaremos esta caracteristica para obtener una nueva
expresion analitica que de cuenta de los resultados de MC.

2.10Isoterma semiempirica

Comenzaremos esta seccion haciendo un analisis general de la isoterma de adsorcion.
Para ello usaremos el BO, pero esta vez aproximaremos R de otra forma. Como vimos en
la seccién 2.2, esta funcién (que como dijimos anteriormente es igual a @) se puede
calcular a partir de un proceso en el cual se va depositando el £-mero de a un segmento por
vez. En rigor, R puede escribirse como
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(Y )T
R—[ZM)I;IR. (2.122)

La ecuacién anterior esta construida de la siguiente manera. El término entre paréntesis es
el numero total de £-uplas sobre la superficie (obtenido como el nimero total de sitios de
la red, multiplicado por la cantidad de direcciones posibles y dividido por 2 para evitar
contar dos veces una misma posicién). Por supuesto, como hemos tenido oportunidad de
discutir (ver seccién 2.8), estas se dividen en tres grupos: las Jenas (k-meros), las vacias
(habilitadas para recibir un A-mero) y las frustradas (aquellas parcialmente ocupadas o
cubiertas por segmentos de diferentes k-meros). Es por este motivo que se debe
incorporar un factor adicional, que es igual a la probabilidad de tener una £-upla vacia. Lo
particular de este analisis, es que hemos supuesto una estructura determinada para dicho
término. Hspecificamente, supondremos que estara dado por el producto de £ funciones P,
, las cuales representan la probabilidad condicional de que un /-ésimo sitio esté vacio, si y
solo si los sitios anteriores 1, 2, ......, 7-1 se encuentran desocupados (7 = 1 indica el primer
sitio elegido, 7 =2 el que le sigue en la direccion seleccionada, etc...). En particular,

P =(1-6) (2.123)

ya que simplemente representa la probabilidad que un sitio elegido al azar se encuentre
vacio. Hasta la ecuaciéon (2.123) podemos realizar calculos exactos.

Para ver la utilidad de estos conceptos, consideremos primero el caso de la isoterma de
FHL. En esta solucién analitica se considerd explicitamente la aproximaciéon P, = P, para
todo 2. De hecho, si tomamos en cuenta esto, el BO (2.43) junto con las ecuaciones (2.122)
y (2.123), nos permiten recuperar la isoterma FHL ecuacién (2.27):

1_R M £(1-6)"
T_R_VEM gy YRA=0) (2.124)
vy N 2 kN 20
Podriamos pensar que en general las P, tienen la forma
P=(1-6)C,, (2.125)

donde hemos incorporado un funcién de correccion C;. Por supuesto, para que se cumpla
(2.123), se deberia tener C, = 1 para todo 6. Para el resto de estas funciones sélo podemos

suponer un comportamiento limite: C; — 1 cuando 6 — 0. Tomando (2.122) y (2.125)
obtenemos

g
R:%M@—e)knq=%M(1—9)kék‘1, (2.126)
=2

en donde

1
S QR v
C:[HCj} =V ,C,...C, (2.127)
i=2

es la funcién de correcciéon promedio calculada como la media geométrica de las C; .
Tomando ahora la ecuacién (2.126) y el BO podemos escribir la forma general de nuestra
isoterma de adsorcion:

1 _yk(1-6)C*!

; 0 (2.128)
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B(u—kU,)= ln(%)—kln(l—e)—ln[g)—(é—l)lné . (2.129)

Notemos algo muy interesante. Parte de las isotermas de la tabla 2.1, en especial FHL,
EU y GD, ya tienen la estructura de la ecuacién anterior. Incluso, con un poco de trabajo
algebraico, se puede corroborar que también lo tienen FH y EF. La gran diferencia entre
ellas es la forma en que se aproximé la funcién de correcciéon promedio (se haya hecho en
forma explicita o no). En el caso de EU y GD para Y = 2, sabemos estas funciones nos
dan la solucién unidimensional exacta. Por lo tanto, comparando (2.129) con cualquiera de
estas isotermas (tomadas de la tabla 2.1) obtenemos:

¢ =1—%9. y=2)  (2.130)

El resultado anterior es exacto y se puede demostrar que incluso las C; son iguales a (2.130)
para todo 7 [DiMarzio 1961]. Es decir, todas las funciones de correccion son iguales. Las
hemos diferenciado no sélo con el propésito de abordar el problema en forma general,
sino también porque nuestros calculos de MC muestran que este es el caso en dos
dimensiones (este es un ejemplo mas de cuan dificil es obtener buenas aproximaciones en
dos dimensiones para grandes valores de £).
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‘ y=
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Figura 2.17. (a) Comparacién entre la isoterma de MC (simbolos) para la
adsorcién de A-meros con £ = 6 sobre la red cuadrada y las soluciones GD, EU y
SE. (b) Error cometido en la aproximacion SE para diferentes tamafios £.

La unica diferencia entre GD y EU, es la forma de la funcién de correccion. Si
consideramos la observacion efectuada al final de la secciéon anterior, vemos que el relevo
entre ambas isotermas se debe exclusivamente a este término aproximado. Con la
intencién de construir una solucién analitica que represente mejor los datos de simulacion
para grandes tamafos 4, trataremos de buscar la forma de aprovechar esta suerte de relevo
entre GD y EU. Luego de probar diversas funciones, la isoterma siguiente demostré ser la
interpolacién mas sencilla entre ambas soluciones:

— =1n Q — n(l— —1in Z
B(u—#£U,) =1 (k) £1n(1-6) 1(2)+
+(1—9)(/é—1)1n|:1—%£:|+ (SE) (2.131)

Dl 1= %=D
6(£—1)1 [1 p }
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La ecuacién anterior se escribi en tres renglones para facilitar su interpretacion. La primer
linea corresponde a los términos que tienen en comun ambas aproximaciones. Las otras
dos son las correcciones de GD y EU pesadas, tespectivamente, por (1-0 ) y 6. Esta
eleccion facilita conmutar entre una y otra soluciéon. Debido a la forma en la cual fue
obtenida, denominaremos a (2.131) isoterma Semi-Empirica (SE).

La figura 2.17 (a) muestra la comparacion entre los datos de MC y SE, para la adsorcion
de £-meros de tamafio £ = 6 sobre la red cuadrada. Podemos constatar que el criterio con
el que se construyo SE es el adecuado, pues aproxima excelentemente la isoterma obtenida
numéricamente. Por otro lado, la figura 2.17 (b) muestra el error cometido por dicha
soluciéon en todo el rango de tamafios entre £ = 3 y £ = 10. A pesar de que las
discrepancias disminuyen al principio, a partir de £ = 8 este comportamiento se revierte.
Sin embargo, una comparaciéon con las restante aproximaciones nos darfa la pauta que, a
excepcion de £ = 2, SE es la solucion mejor comportada cuando es comparada con los
datos de simulacion.

2.11Sumario

En este capitulo hemos estudiado el proceso de adsorcién de &-meros en monocapa,
sobre superficies bidimensionales de diferentes geometrias y en ausencia de interacciones
laterales adsorbato-adsorbato. ~ Un total de 7 isotermas analiticas aproximadas,
denominadas FH, FHL, EU, GD, BO, CV y EF, fueron comparadas con los datos de
simulacion de MC, con la intenciéon de poner a prueba el grado de exactitud de cada una de
ellas. Los resultados muestran claramente que, a excepcion de FH y CV, todas ellas
acuerdan muy bien con los datos numéricos para el caso particular de dimeros. Por otro
lado, al realizar la misma comparacion para tamafios mayores de &-meros, encontramos que
ninguna de estas soluciones aproximadas representa fielmente las isotermas de MC.
Debido a esto, al finalizar el capitulo se propuso la construcciéon de una nueva
aproximacion denominada SE, para poder satisfacer este ultimo requerimiento. Los datos
muestran que dicha isoterma es la mejor soluciéon obtenida en este trabajo.
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Capitulo 3

Adsorcion en multicapa
de moléculas poliatdmicas

La adsorciéon en multicapa es un campo de investigaciéon de relevancia para la ciencia
de superficie debido a que, a partir del estudio de las isotermas experimentales, es posible
caracterizar la superficie solida y las interacciones entre las moléculas en este régimen. El
modelo de Brunauer-Emmett-Teller (BET) [Brunauer e a/. 1938] ha sido utilizado con
éxito para describir la adsorcion en el equilibrio termodinamico. Este desarrollo teérico o
generalizaciones del mismo que permiten incluir heterogeneidad o interacciones laterales,
conservan una propiedad fundamental del modelo original: la molécula adsorbida coincide
en tamafio con el sitio de adsorcion.

En este capitulo estudiaremos un modelo de adsorciéon en multicapa similar al de BET,
que incluye multiple ocupacion de sitios. En las siguientes secciones veremos entre otras
cosa, la solucién unidimensional exacta de dicho modelo y distintas aproximaciones de la
isoterma de adsorciéon para redes bidimensionales de diferentes geometrias. Como en el
capitulo anterior, usaremos simulacion de Monte Carlo para determinar el grado de
exactitud de estas soluciones.

3.1 Modelo de adsorciéon en multicapa

Uno de los primeros intentos por derivar una isoterma tedrica de adsorciéon en
multicapa se debe a Langmuir [Langmuir 1918]. Bajo la suposiciéon de que el tipo de
mecanismo responsable de la formacién de la monocapa, era el mismo que regfa el
crecimiento de las restantes, en 1918 propuso una isoterma que a causa de su complejidad
no llego a tener un gran éxito [Gregg and Sing 1982]. Unos afios mas tarde en 1938,
Brunauer, Emmett y Teller retomaron las ideas originales de Langmuir, e introdujeron al
modelo una serie de simplificaciones obteniendo la conocida y muy usada ecuaciéon de BET
[Brunauer e a/. 1938]. Al igual que en la teoria de Langmuir, en la de Brunauer, Emmett y
Teller se supone que el adsorbato es monomérico (una de las simplificaciones del modelo).
En esta seccion generalizaremos el modelo de BET para describir la adsorciéon en
multicapa de £-meros sin interacciones laterales.

Nuevamente, el adsorbente y el adsorbato son representados geométricamente de la
misma forma que en el modelo de adsorciéon en monocapas introducido en el capitulo 2.
Es decir, el sustrato es una red de M sitios (distinguibles e independientes) con dimension
espacial 4y conectividad 7, y las IN particulas adsorbidas son £-meros que pueden ocupan £
sitios dispuestos linealmente. ILa diferencia con el modelo del capitulo 2, estriba en que
ahora permitiremos la adsorcion ilimitada de capas de adsorbato. Para introducir esta
caracteristica, supondremos que los £&-meros podran adsorberse no sélo en la monocapa
sobre £ sitios del sustrato, sino también en capas superiores. Con el propésito de
simplificar los calculos, para la adsorcién en un nivel por encima de la monocapa,
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supondremos que las particulas sélo se podran situar sobre exactamente otro A-mero
adsorbido previamente. De esta forma prohibiremos configuraciones en las cuales un ente
se encuentra depositado sobre mas de un A-mero. Estas suposiciones y restricciones
configuracionales se muestran en la figura 3.1, para la adsorcién en multicapa de dimeros
sobre un sustrato unidimensional.

Configuraciones Configuracién
permitidas prohibida

I\ /
-9

[ ! ! ! ! ! ! ! ! |
Superficie

Figura 3.1. Ejemplo de adsorcién de dimeros en multicapa sobre una supetficie
unidimensional. Como podemos apreciar, en este modelo sélo esta permitido
que un A-mero se deposite sobre el sustrato o sobre exactamente otro &-mero ya
adsorbido (en la monocapa o en la capa inferior).

Llamemos U, a la energia o calor de adsorcidn (por segmento de cada molécula) en la capa
-¢ésima (la monocapa corresponde a 7 = 0). Entonces, al igual que en el modelo de BET,
tomaremos que U, = U para todo 7 2 1, donde £ U es igual al calor de condensacion del gas
en la fase liquida. Es decir, supondremos que las capas por encima de la monocapa no se
ven afectadas por la presencia del adsorbente (los entes alli se comportan como si
estuvieran en la fase liquida del gas). De acuerdo a esto, el hamiltoniano del sistema sera
igual a

H, =N, £U, +(N = N,)kU 3.1)

donde IN; es el nimero de &-meros en la monocapa. Por simplicidad, definiremos el
parametro ¢ como el cociente

c=d (3.2)
g
donde

g =esp(-BLU) v g=exp(-BRU). (3.3)
En resumen, tenemos que las suposiciones mas importantes son:

- Un A-mero puede adsorberse sobre £ sitios de red vacios dispuestos en forma
lineal, o exactamente sobre otro &-mero. No esta permitido que un &-mero se
deposite sobre mas de un ente ya adsorbido (ver figura 2.1).

- Los £A-meros no interactuan lateralmente entre si.

- A excepcion de la primera, el calor de adsorcién en todas las capas es igual a calor
de condensacion del gas en la fase liquida.

- El nimero de capas adsorbidas no esta limitado. De hecho, supondremos que
este valor diverge cuando la presion del gas p se iguala a la de saturacion p,.

En la proxima seccion calcularemos directamente la solucion exacta del modelo en una
dimension para £ = 1 (BET) y £ = 2. Posteriormente deduciremos un vinculo entre la
isoterma de monocapa y la de multicapa, que nos permitira obtener no sélo la solucion
unidimensional exacta para todo 4, sino también las isotermas analiticas aproximadas para
la adsorcion en multicapa sobre sustratos bidimensionales. Estas ultimas seran comparadas
con resultados de simulaciéon de MC. Finalmente analizaremos datos experimentales.

41



3.2 Solucidn analitica exacta para monémeros y dimeros en una dimension

A pesar de que originalmente la ecuacion de BET fue obtenida a partir de argumentos
cinéticos, aqui usaremos la mecanica estadistica en el asamblea gran candnica para
encontrar la soluciéon del problema de adsorciéon en multicapa de &-meros. Esta eleccion
no es esencial, ya que los mismos pasos seguidos por Brunauer, Emmett y Teller para
calcular BET, pueden usarse para arribar a la solucién que obtendremos a continuacion.

De acuerdo a la descripciéon dada en la seccion anterior, la gran funcién de particion
para el modelo de adsorcién en multicapa puede escribirse como [Riccardo e al. 2002a,
2002b; Roma et al. 2003¢]

ﬂm

6= { (M, ”)[Zl\ Y 1)) } =§,Q/€(M,ﬂ)5”, (3-4)

[1]

n=0

donde Q,(M,7) es el nimero de formas de reordenar » columnas (formada por los N’ £-

meros) sobre una red de M sitios, 7, = M/% y & es la gran funcién de una sola columna:

max

_ N ~" (\ 1) S ﬂq
& \Z) 2: —M' (3.5)

Notemos que, de no haber prohibido las configuraciones con un £-mero depositado sobre
mas de un ente ya adsorbido, no podriamos haber escrito en una forma tan sencilla la gran
funcién de particién. En la ecuacion (3.4) hemos definido la fugacidad como A= exp(fBu).

A su vez, se ha supuesto que el nimero de capas no esta limitado. En el caso
unidimensional, el factor configuracional exacto para £-meros esta dado por la ecuacion
(2.28). Entonces, reemplazando N por # en esa ecuacién, podemos reescribir (3.4):

- [M—(k=1)n]!
=, 2 k] e (3.6)

n=0

A continuacién, para resolver la gran funcién de particiéon anterior, usaremos el
método del término maximo [Hill 1986]. Este consiste en sustituir la suma (3.6) por el
valor del sumando de mayor peso. Para encontrarlo, comenzamos definiendo la funcién
Z, como

[M—(&=1)n]!
Z,(M,n,&)=Ilns————=-E"¢. 3.7
(M,,8) {m[M_M]!éi} 6.7)
Usando una vez mas la férmula de Stirling, obtenemos
Z(M,n,E)=[M—(k=D)n]|In[M—(k=1)n]-nlnn— 58
—[M =& in[M —&n]+nIné '
El término maximo se encuentra a partir de la condicion:
d
—Z . (M,n,E)=0. (3.9)
on

Aplicando el criterio anterior a (3.8) obtenemos

42



)

—(/é—1)ln[M—(,é—l)ﬂo]+/éln[M—/én0]+ln[i):O

ln{[M] E[M—(e—nn(,]}:o, (3.10)

M—(k=Dn, | n,

que conduce a la ecuacién no lineal:

_"

[M—kn,] = : [M—(e=1)n, . G.11)

Tanto en (3.10) como en (3.11) hemos usado 7, en lugar de 7, para indicar que este valor se
refiere al nuimero de columnas que maximiza la funcién (3.7). Finalmente, empleando la
ecuacion anterior y (3.8) (esto nos da el logaritmo del término maximo), podemos reescribir
el logaritmo natural de la gran funcién de particion del sistema:

InZ, :%m{E[M—(é—n%]} (3.12)

)

Para calcular la isoterma de adsorcién de multicapa, debemos comenzar por resolver el
sistema formado por las ecuaciones (3.11) y (3.12) para un determinado valor de £. Si £ =
1, a partir de (3.11) obtenemos la relacién

M—5=l+f, (3.13)
)

que combinada con (3.12) da
InE, =Mln(1+¢). (3.14)

Luego, el cubrimiento puede determinarse diferenciado la ecuaciéon anterior respecto de la

fugacidad:
Qzﬂzﬁl ilnE1 zﬁﬂ, ilnEl %
M M \dA e M o » oA

0 chq _ cp/ by '
A-2[1+@-DAg] (A=p/p)[1+(c—1Dp/ p,]

BET) (3.15)

La relacion (3.15) es la conocida ecuaciéon de BET. Notemos dos caracteristicas muy
importantes. La primera de ellas es que, a diferencia de las isotermas de monocapa, ahora
el cubrimiento no se refiere a la fraccion de la superficie que esta cubierta. Por otro lado,
como O diverge cuando Ag — 1 (condensacion), entonces hemos identificado dicho
producto con la presion relativa:

Aq=p/ p, (3.16)
y
cp/ by
=L 770 3.17
5 1_]3/[% ( )
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En el caso de dimeros, le ecuacién algebraica (3.11) es de segundo grado:

2
5(2\4—2%] _(M—zno ]_120
7 ()

¢’ —w—-1=0, (3.18)

donde
M —2n,
w=—"=",

)

(3.19)

Aunque existen dos raices que satisfacen (3.18), s6lo una de ellas tiene significado fisico:
debemos elegir ® = 0 ya que el numero de columnas no puede exceder su maximo valor.

Entonces,
1
0= [1 +[1+4E ] (3.20)

1n52=Mln[(1+w)éj]=%1n[5+%+%,/1+45]. (3.21)

2

Al igual que antes el cubrimiento se calcula diferenciado la ecuacidon anterior respecto de la
fugacidad. Luego de algunos pasos algebraicos obtenemos la isoterma unidimensional de
multicapa para dimeros [Riccardo ef a/. 2002a, 2002b; Roma ez al. 2003c]:

oL L[ (=29
(1-Ag) (4c—DAq+1

1 {1_\/ (1-p/p) }, (k=2,y=2) (3.22

o=—
(=p/p,) (4e=1)p/ py+1

donde nuevamente hemos identificado el producto A g con la presion relativa.

La solucion del problema para & = 3, implica encontrar las raices de una ecuacion
algebraica de grado 4. Ya que esta tarea es sumamente complicada, en la proxima seccién
demostraremos como es posible encontrar un vinculo entre las isotermas de monocapa y
de multicapa. Esto nos permitira aprovechar la solucion unidimensional exacta de £-meros
reportada en el capitulo anterior, para obtener la isoterma de multicapa correspondiente.
Luego, analizaremos las predicciones de este modelo para todo 4.

3.3 Relacion entre la isoterma de monocapa y de multicapa

Veremos ahora como es posible establecer un vinculo directo entre la isoterma de
multicapa y la de monocapa [Roma ez a/. 2005c]. Este nos permitira resolver nuestro
modelo empleando los resultados analiticos exactos obtenidos en el capitulo anterior.

La gran funcién de particion para la adsorcion restringida a la monocapa puede
escribirse como:

A=) Q,(M,n) 5", (3.23)

n=0
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donde y = A, ¢, (A, es la fugacidad de monocapa). En este caso, 7 es el nimero total de £-
meros adsorbidos sobre la superficie. A partir de esta funcién determinamos el

cubrimiento supetficial o de monocapa 6, derivando respecto de y:

ejzﬁy(ak”\é] . (3.24)
M, T

Podemos apreciar que hemos tenido la necesidad de distinguir el cubrimiento total 8 del
supetficial 6. Esto no fue necesatio en el capitulo antetior (en donde 8 = 6). Notemos
también que la ecuacion (3.23) tiene la misma forma que (3.4). Entonces, para que ambas
funciones de particién sean numéricamente iguales, se debe cumplir que los factores
configuracionales sean los mismos y

y=¢
= cp/ p, (3.25)
1=p/ py

La igualdad entre los factores configuracionales se dara, por ejemplo, si (3.4) describe la
adsorcion en multicapa de dimeros sobre una red cuadrada, y (3.23) es la gran funcién para
este mismo proceso pero restringido a la monocapa. A su vez, la condicién (3.25) nos dice
que y debe ser igual a la gran funcién de particion de una columna. A partir de esta
ecuacion podemos despejar la presion relativa:

plpy=—2—. (3.26)
J+e

Por otro lado, si se satisface (3.25), entonces el cubrimiento de monocapa (3.24) se puede

esctibir como
In=
6 =~ g[a 1 k] . 3.27)
M, T

M7 9E

Es decir, 0, setfa igual a la fracciéon de la supetficie ocupada por las columnas en el
problema de multicapa. Teniendo en cuenta esta ultima relacion, el cubrimiento total 0 es

igual a:
k(0 _ E (0. ) A(d A9
0=—A| —InZE =—¢|—=hE, | =|=| =06 —=
M @ﬂnéLI Mé&énélétﬁl ‘E@ﬂl

oY 9, (3.28)

T1-Aq 1-p/p,

Aunque en principio no es evidente, las ecuaciones (3.26) y (3.28) constituyen el
vinculo que estabamos buscando. El proceso completo para obtener la isoterma de
multicapa a partir de la de monocapa, es como sigue. En primer lugar debemos considerar
que la isoterma de monocapa, viene expresada como una funcién y del cubrimiento
superficial. Las ecuaciones vistas en el capitulo anterior son un claro ejemplo de ello.
Luego, para obtener la isoterma de multicapa, usamos el cubrimiento superficial como un

parametro. Para un dado 0, (entre 0 y 1) podemos calcular la presion relativa p/p, a partir
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de la ecuacion (3.26). Posteriormente, con este mismo par de valores y usando (3.28),
calculamos el cubrimiento total de multicapa. Todo el proceso de calculo se esquematiza a
continuacion:

0.+ (326) > p/p, = 6.+ p/p,+(3.28) > 6. (3.29)

Como resultado neto del proceso mostrado en (3.29), encontramos para cada presion

relativa, el cubtimiento total @ correspondiente. Esta es simplemente la isoterma de
multicapa.

3.4 Solucidn analitica exacta para k-meros en una dimensiéon

En lo que sigue usaremos el proceso de célculo (3.29), para determinar la isoterma de
multicapa en una dimensioén para todo tamano 4. Luego, analizaremos las predicciones de
este modelo unidimensional.

Comenzamos por reescribir la isoterma de monocapa, ecuacion (2.32) [Ramirez-Pastor
1998a; Ramirez-Pastor et al. 1999]:

[ T G VY r‘“
£

0
=— 3.30
7% (1-6,)" @-30)
Para calcular la presion relativa, reemplazamos la ecuacion anterior en (3.20):
B (k1)
6 [1 _ (21)9;]
Pl b= (r=2 63D

&-1) *
éa(1—ef)/<+ef[1—<il)e;]

Las ecuaciones (3.28) y (3.31) constituyen ahora la isoterma de adsorciéon unidimensional
de £&-meros en el régimen de multicapa. Como vemos, este resultado es valido para todo
valor de £ Es facil constatar que para £ = 1 y £ = 2 recuperamos, respectivamente, la
ecuaciéon de BET (3.15) y la isoterma de dimeros (3.22).

2.0

1.6

1.2+

0.8

044:

0.0

1.0

Figura 3.2. Isoterma de multicapa unidimensional exacta, para ¢ = 0,01, 1y 10,y
para £=1, 2y 10.
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Analicemos ahotra este modelo unidimensional. Como vimos antetiormente, el

parametro ¢ ecuacion (3.2), expresa la relaciéon que hay entre los factores de Boltzmann de
las energfas de adsorcion sobre la superficie y sobre una multicapa (que es igual al calor de
condensacion del gas en la fase liquida). Desde un punto de vista energético, para ¢ >> 1
tendremos que las moléculas preferiran adherirse a la monocapa en lugar de formar
columnas unas arriba de otras. Para ¢ << 1 tendremos el caso opuesto. Por supuesto, para
una particula que arriba desde la fase gas, también es importante el factor entrépico. Es
decir, el destino final de la misma no sélo estara dado por la relacion entre las energias de
adsorcioén, sino también por la disponibilidad de posiciones o lugares de adsorcion en las

distintas capas.

1‘2 T T T T T T T T T T T
1.0 Pyrre—oz

0.8
X

F
0.6+

0.4+

0.2+

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Figura 3.3. Punto de inflexién de la isoterma de multicapa unidimensional
exactas, para £ =1, 2'y 10. Los nimeros a un lado de los puntos indican el valor

del parametro c.

La figura 3.2 muestra las isotermas de multicapa de monémeros (BET), dimeros (£ =
2) y decameros (£ = 10), para ¢ = 0,01, 1 y 10. Podemos apreciar que, bajo las mismas
condiciones energéticas (el mismo valor de ¢), la forma de la isoterma difiere de un tamafio

de &£-mero a otro.

20X104 T T T T T T T T T 6
¢ 1y 10+ /.‘, K
” n[mg, ./' 7 ;
4 o !
1.5x10 . K n
6 T I 1
& 1
4 . ] !
4 -® !
1.0x10*1 5 ‘ [
pendiente = 0,79 °
0 ‘ /
0 2 4 6 8 10 /
3 k /!
5.0x10" o i
e
0.0 B __’———T T T T T
0 2 4 6 8 10

Figura 3.4. Dependencia del valor de ¢, con £ En la figura insertada se muestra
que para grandes tamafios la funcion es exponencial.
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Una forma de caracterizar este comportamiento consiste en calcular el cwdo o punto de
inflexién de la isoterma. La figura 3.3 muestra las coordenadas de este punto para
diferentes valores de ¢y para £ = 1,2y 10. X,y Y} son, respectivamente, el cubrimiento y
la presién relativa en el punto de inflexién de la isoterma de multicapa [Gregg and Sing
1982]. Podemos apreciar en esta figura que, para ciertos valores del parametro ¢, el punto
de inflexién (o el codo de la isoterma) se produce a @ = 1. Este valor que llamaremos ¢, ,
depende de £ y es mostrado en la figura 3.4. Por otro lado, existe un valor minimo de este
parametro, ¢, , por debajo del cual no existe un punto de inflexion. Es decir, para ¢, > ¢la

isoterma sera del tipo Il y para ¢, < ¢ del tipo III. Esto ultimo es mostrado en la figura 3.5.

\\ \

Iqotcrma tlp() I

\

Isoterma tlp() 111

0.0 +———— L B B L
2468101214161820

k

Figura 3.5. Dependencia del valor de ¢, con 4. Podemos ver que la curva separa
dos regiones: en la superior la isoterma es del tipo 11 y en la inferior del tipo III.

0.5

En rigor, las coordenadas del punto de inflexién deben calcularse igualando a cero la
segunda derivada del cubrimiento respecto de la presion relativa. Debido a que este es un
calculo muy oneroso, se opt6é por determinar numéricamente Xy, Y,y ¢, , a partir de la
isoterma exacta de &-meros en una dimensién. Sin embargo, como el punto de inflexién
desaparece a bajos cubrimientos, es posible obtener una expresién exacta de ¢, (ver
apéndice A.3) [Roma e al. 2005¢]:

f=—2 ¥ =2 (332

Supongamos ahora que deseamos analizar una serie de datos experimentales, con el
objeto de calcular la capacidad o volumen de monocapa, v,, , 1a cual es proporcional a la cantidad
de adsorbato necesario para cubrir totalmente la superficie. En nuestro modelo tendriamos
v, o« M/k (notemos que esta cantidad es igual al nimero maximo de columnas 7,,).
Basandonos en esta definicion, el cubrimiento total también puede escribirse como

6=" (3.33)

a4

donde » es el volumen adsorbido. De acuerdo a la ecuacién anterior, 8 = 1 significa que la
cantidad de particulas en el sistema es suficiente para llenar la monocapa (aunque estas no
estén todas sobre la superficie). Como es usual, los datos experimentales no estaran dados
como en la figura 3.2. En su lugar, estaran expresados como el volumen » versus la presion
relativa. Es decir, generalmente #, sera desconocido para nosotros. Si deseamos calcular
esta ultima cantidad a partir de los datos experimentales, podriamos tomar la capacidad de
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monocapa igual al valor de » en el codo de la isoterma de adsorciéon. En este caso
estarfamos en lo correcto sélo si el valor de ¢ = ¢, . Como vemos en la figura 3.4, ¢,
aumenta exponencialmente conforme lo hace £ Por tltimo, la figura 3.3 muestra que este
criterio para determinar la capacidad de monocapa, sera relativamente util para valores de ¢
>>¢,.

Una forma mas popular de analizar los datos experimentales para determinar la
capacidad de monocapa, consiste en realizar una linealizaciéon de BET [Gregg and Sing
1982]. A partir de (3.15) y luego de algunos pasos algebraicos obtenemos

plp 1 (=D
v(I=p/py) v,¢c v,

P/ by (3.34)

La relacién anterior muestra que, de cumplirse la ecuacion de BET, un grafico (de los datos
experimentales) de (p/py)/|v (1- p/py)] vetsus p/p, debetria ser una funcion lineal. Lo
interesante es que si la pendiente de dicha recta es 7 y su ordenada al origen &, entonces a
partir de (3.34) podemos determinar que

1 m
y =— c=—+1. 3.35
oY ) (3.35)

Es decir, si medimos la pendiente y la ordenada al origen podemos calcular la capacidad de
monocapa y el parametro ¢. La figura 3.6 muestra la linealizacién de la isoterma de

multicapa unidimensional para diferentes valores de £y ¢ (por simplicidad hemos tomado
v,=1).

( 2/p)/ v (1- p/p,)]

0.0 T T T T T T T T T T T
0.0 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

p/p,

Figura 3.6. Linealizacién de BET para la isoterma de multicapa unidimensional.

Como podemos apreciar, s6lo para mondémeros se observa un funcién lineal. Para £ 2 la
curvatura mostrada dificulta la obtencién de una pendiente y una ordenada al origen
adecuadas. Esto mismo sucede en los datos experimentales, para los cuales en ocasiones el
analisis de BET debe ser restringido a un rango determinado de presion [Gregg and Sing
1982]. Mas tarde volveremos sobre este mismo problema.

En lo que sigue describiremos como realizar la simulaciéon de MC en la asamblea gran
canodnica, de la adsorciéon en multicapa sobre superficies bidimensionales. Posteriormente,
usando esta informacién numérica y resultados analiticos aproximados, efectuaremos un
analisis de dicho problema .

49



3.5 Simulacién de Monte Catlo

Al igual que en el capitulo anterior, aqui hemos efectuado un proceso de Markov
definido en términos de la probabilidad de aceptaciéon de Metropolis [Metrépolis e al. 1953;
Binder 1979; Nicholson and Parsonage 1982], para realizar la simulacién de Monte Catlo
del proceso de adsorciéon en multicapa. La probabilidad de aceptaciéon que usaremos
seguira siendo la dada en la ecuacién (2.114). Sin embargo aqui, para llegar al equilibrio
termodinamico, debemos considerar cuatro tipos de procesos en lugar de dos:

- la adsorcién de un £-mero en la superficie,

- ladesorcion de un £-mero desde la superficie,

- la adsorcién de un A-mero en una capa por encima de la monocapa (o Bulk del
liquido), y

- ladesorcién de un £-mero desde una capa por encima de la monocapa.

A continuacion escribiremos las cuatro probabilidades de aceptaciéon, de acuerdo al
esquema anterior. Comenzamos por la primera, la probabilidad de adsorciéon de una sola
molécula sobre la superficie:

W =min{l,exp[-B(£U, — )]} (3.36)

Tomando en cuenta las definiciones (3.2), (3.3) y que A ¢ = p/p, , rescribimos la ecuacion
anterior:

W™ = min {ui} . (3.37)

0

Siguiendo un razonamiento simular, podemos escribir las probabilidades para el resto de
los procesos considerados:

Wi = min{l,lﬁ}, (3.38)
¢ p
W = min{l,ﬁ} (3.39)
Po
y
W = min {1,&} . (3.40)
p

Notemos que para p/p, en el rango [0,1], tendremos siempre que las probabilidades de
adsorcion y desorcion en las capas superiores serdn iguales a p/p, v 1, tespectivamente. La
figura 3.7 muestra un dibujo esquematico que aclara cada uno de estos procesos de
evoluciéon. El algoritmo para efectuar un paso elemental de MC es el siguiente:

Algoritmo 11

a) Elegimos un valor para la presion relativa p/p, .

b) Por simplicidad se comienza con la red de sitios completamente vacia.

c) FElegimos al azar una £-upla de entre todas las que existen en la configuracion /-
ésima (la configuracion en la que estd el sistema). Hay cuatro tipo de 4-uplas o
entidades a considerar (ver figura 3.7):

- las k-uplas vacfas sobre la superficie,
- los A-meros sobre la superficie que no tengan otro ente encima,
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- las k-uplas vacias que se encuentran sobre cada una de las columnas de 4-
meros, y
- los A-meros que se encuentran en los extremos de cada una de las columnas.
d) Generamos un namero aleatorio 7 en el intervalo [0,1].
e) Posteriormente intentamos evolucionar el sistema de acuerdo al siguiente esquema:
- sl la entidad seleccionada es una £-upla de sitios vacios sobre la superficie,

entonces adsorbemos un nuevo &-mero si N < W7

ads 3

- sl la entidad seleccionada es un £&-mero que esta sobre la superficie, entonces

lo desorbemos si n < W7

b

- sila entidad seleccionada es una £-upla de sitios vacios en la parte superior de
una columna de altura 4, entonces adsorbemos un £&-mero en la capa » + 1 si

bulk
Tl < I/Vady > Y
- si la entidad seleccionada es un &-mero que se encuentra en el extremo
superior de una columna cuya altura es /» > 1, entonces lo desorbemos si
bulk
n<w,”.
f) Tomamos la nueva configuracion como la /~ésima. Posteriormente regresamos al

[{Pbl

punto “c”. Esto cumple un ciclo o paso elemental de simulacion.

Los mecanismos usados en este codigo para determinar las £-uplas, fueron los mismos
empleados en el algoritmo I el cual describe la adsorcién y desorcion de £-meros en
monocapa. Finalmente, el valor medio del cubrimiento fue determinado mediante un
promedio aritmético equivalente al de la ecuacién (2.118).

Pares de sitios vacios disponibles
pata la adsorcién de dimeros sobre Dimeros que pueden

los extremos de las columnas desorber desde el
extremo de una columna

Dimero que puede
desorber desde la

superficie O_O

.83

Par de sitios vacios disponible para la /

adsorcién de un dimero sobre la superficie

Figura 3.7. Esquema que muestra los cuatro tipos de procesos permitidos en una
adsorcion en multicapa. Debemos notat que, en la configuracién mostrada en la
figura, hay tres dimeros que no tienen ninguna posibilidad de desorber.

3.6 Adsorcion en multicapa sobre superficies bidimensionales

En esta seccion estudiaremos la adsorcién en multicapa en dos dimensiones.
Realizaremos un analisis similar al efectuado en la seccién 3.4, para el caso de dimeros
adsorbidos sobre las redes hexagonal, cuadrada y triangular, usando tanto la extension a
multicapa del BO, como los datos de simulacién de MC.

Como vimos anteriormente, existe un vinculo entre la isoterma de monocapa y la de
multicapa. En principio, este nos permite usar cualquiera de las soluciones analiticas
desarrolladas en el capitulo 2. Por simplicidad, aqui sélo estudiaremos la isoterma EU vy las
obtenidas a partir del BO. La razén de ello estriba en que estas aproximaciones han
demostrado tener un acuerdo excelente con los datos de MC. No obstante, el analisis
efectuado a continuacién puede ser reproducido para cualquier solucién analitica. Usando
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la relacion (3.206) y las isotermas de monocapa calculadas en el capitulo anterior, ecuaciones
(2.36), (2.70), (2.65) y (2.71) obtenemos, respectivamente,

(k1)
6 [1 _ Uﬁ_l)ef]

k
P/ P = 1 (1) > (EU) (3.41)
yéa(1—ef)é+ef[1—()95]
2 k
/b= 36, BO: y=3y£.=2) (3.42)
Pl Ay 9c+(3-150)0. +4c0° +2.0°° ey '
/b= 49, BO: y=4y£k=2) (3.43)
Pl Ay 160+ (4—-280)0. +9060° +3.6° ey '
y
60,
P/ by = (BO:y=06yk=2) (3.44)

360+ (6—660)0, +23c0° +7:0°

Como se detall6 anteriormente, con estas cuatro ecuaciones y la relacién (3.28), se puede
reconstruir la isoterma de multicapa.

Al igual que en el capitulo anterior, los calculos numéricos de MC se realizaron sobre
redes con L. = 20& y con un nimero de PMC de # = # = 10°. Luego de comparar las
isotermas en un amplio rango de tamafios y de tiempos de MC, se lleg6 a la conclusiéon de
que este criterio era suficiente para asegurar que los resultados numéricos son confiables.

La figura 3.8 (a) muestra una comparacion entre las isotermas exactas de BET y

dimeros para Y= 2, y los resultados de MC para £ = 2 y conectividades ¥ = 3,4y 6.

16— ' ' ey 0.20
0 =
121 20154
<,
=
=
0.8 > 0.10-
S
‘ _
0.4 v0.05_
0.0 = 0.00 . : . T " T g
0.0 0.00 0.05 0.10 y 0.15 0.20
@ PPy (b)

Figura 3.8. Comparacién entre las isotermas exactas de BET y dimeros para y =

2, y los resultados de MC para £ = 2y y= 3,4y 6. En (a) podemos ver las
curvas del cubrimiento vs. la presion relativa y en (b) la linealizacién de BET.

A simple vista podemos observar que a medida que aumenta el valor del parametro ¢, todas
las curvas tienden a parecerse unas con otras. A pesar de ello, cuando analizamos un
grafico tipico de BET (linealizacién de BET con », = 1) podemos constatar que, incluso
para ¢ = 100, existen ligeras diferencias en las pendientes y ordenadas al origen
(consideremos que, aunque solo aproximadamente, las soluciones de dimeros son lineales).
Esta afirmacion se puede verificar en la figura 3.8 (b). La razén por la cual en este modelo
las isotermas se parecen entre si al aumentar ¢, se debe a un hecho muy simple.
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Figura 3.9. Comparacion entre las isotermas de MC y las analiticas BO y EU,
para la adsorcion de dimeros en la red hexagonal. En (a) podemos ver las curvas
para diferentes valores de ¢y en (b) las coordenadas del punto de inflexién.
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Figura 3.10. Comparacion entre las isotermas de MC y las analiticas BO y EU,
para la adsorcién de dimeros en la red cuadrada. En (a) podemos ver las curvas
para diferentes valores de ¢y en (b) las coordenadas del punto de inflexién.
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Figura 3.11. Comparacién entre las isotermas de MC y las analiticas BO y EU,

para la adsorcién de dimeros en la red triangular. En (a) podemos ver las curvas
para diferentes valores de ¢y en (b) las coordenadas del punto de inflexién.

Consideremos que para cualquier tamafio de £-mero y conectividad, la monocapa se llenara

casi completamente a muy bajas presiones si ¢ >> 1.

Entonces, suponiendo por
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simplicidad que el llenado de la superficie es completo, el proceso de adsorcién-desorcion
que sucedera a partir de alli sera el mismo para cualquier tipo de adsorbato y red. De
hecho en este limite, cada &-mero tendra disponible como sitio de adsorcion la parte
superior de otro ente que se encuentra en una capa inferior (aqui la palabra sitio es usada
como /ugar disponible para la adsorcién). A su vez, una particula que se deposite en la
multicapa, excluira Gnicamente un estado de particula simple. En pocas palabras, el
mecanismo de adsorcion-desorcion sera idéntico al de monémero (BET).

Pese a que el razonamiento anterior es correcto, en rigor para un valor de ¢ finito la
monocapa solo se puede llenar a p/p, = 1. De hecho, si 8, — 1 entonces y — ooy, de
acuerdo a (3.20) y (3.28), p/p, = 1y 8 — co. Por lo tanto, aunque ¢ sea muy grande, el
proceso de adsorcion sera afectado también por la region vacia que quede sobre la
superficie. Es en esta porciéon de sustrato en la cual el tamafio del adsorbato y la
conectividad de la red son importantes. Su influencia, aunque sea pequefia, es la causa por
la cual las curvas para ¢ = 100 en la figura 3.8 (b) no tienen exactamente las mismas
pendientes y ordenadas al origen. Como veremos en la seccién siguiente, realizando un
ejercicio numérico es posible cuantificar estas diferencias y dar conclusiones mas precisas
sobre la influencia del tamafio del adsorbato en el proceso de adsorcion en multiapas.

Las figuras 3.9 (a), 3.10 (a) y 3.11 (a) muestran, respectivamente, una comparacion
entre los resultados de MC y los analiticos para las aproximaciones BO y EU, de las
isotermas de dimeros sobre las redes hexagonal, cuadrada y triangular. Podemos observar
que en todos los casos, BO muestra un muy buen acuerdo con los datos numéricos, en
especial a bajas presiones y a medida que aumenta la conectividad. Por otro lado, la
aproximacion EU tiene un comportamiento diferente. A medida que aumenta ¥, podemos
observar que se incrementan las discrepancias entre la isoterma de MC y EU,
fundamentalmente para valores intermedios del parametro «. Para entender a que se debe
esto, consideremos primero el siguiente razonamiento. Si ¢ << 1 entonces, dentro del
rango de presion relativa mostrado en las figuras, tendremos que 8, << 1. Por otro lado

como vimos antetiormente, ¢ >> 1 implica una monocapa casi totalmente llena o 6, = 1.
Entre estos dos extremos (por ejemplo para ¢ = 1 o ¢ = 10) deberfamos pensar que el
cubrimiento superficial toma valores intermedios entre 0 y 1. Si luego observamos
detenidamente las isotermas de monocapa, figuras 2.9 (b), 2.10 (b) y 2.11 (b), podemos ver
que el error cometido en EU se incrementa con el aumento de la conectividad,
principalmente en el punto medio del rango de 6. Entonces la explicacion es muy simple:
las discrepancias entre esta aproximacion y el valor real de la isoterma de monocapa cuando
crece 7, se trasladan al régimen de multicapa.
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Figura 3.12. (a) Dependencia del valor de ¢, con y para dimeros. En (b)
podemos observar la misma informacién para el caso de ¢. En la figura
insertada se muestra la dependencia de ¢, con el tamafio del adsorbato 4, para

diferentes conectividades.
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El punto de inflexion en las isotermas de dimeros, tiene un comportamiento similar al
observado en una dimensiéon. Las figuras 3.9 (b), 3.10 (b) y 3.11 (b) muestran,
respectivamente, las coordenadas X e Y} calculadas numéricamente sobre las redes
hexagonal, cuadrada y triangular, para un amplio rango de valores del parametro «
Podemos observar que nuevamente tanto BO como EU acuerdan relativamente bien con
los datos de simulacion de MC, siendo la primera de ellas la aproximacién mejor
comportada.

Para terminar con el analisis de la adsorciéon de dimeros, consideremos la figuras 3.12
(a). En ellas se muestra la dependencia de ¢, con la conectividad de la red, la cual es

mondtona creciente para ¥ 2 3. Observando a su vez las figuras 3.9 (b), 3.10 (b) y 3.11 (b),
podemos constatar que si ¢ > ¢, , entonces el volumen de monocapa obtenido usando el
criterio del codo no superara el 10 % del valor real. Esta afirmacion es cierta incluso para
el caso unidimensional. Por ultimo, la figuras 3.12 (b) muestra como depende ¢, con la
conectividad y con el tamafio £ (figura insertada). Para las tres conectividades es posible

determinar dichas curvas en forma exacta (ver apéndice A.3) [Roma ez a/. 2005¢]:

% para £=2
¢, = 5 , (y =3 (3.45)
— para £>2
6k—1
2
¢, = m para k22, (’}/ = 4) (34-6)
y
¢, = m para k22, ('}’ = 6) (347)

Como hemos visto en esta seccion, la adsorcion de dimeros en monocapa sobre las
redes hexagonal, cuadrada y triangular, muestra un comportamiento similar al del caso
unidimensional. Aunque no fue mostrado en las figuras anteriores, para las conectividades
estudiadas las dependencias de los parametros con el tamafio del adsorbato son
cualitativamente similares. En la préxima seccion, tendremos la oportunidad de constatar
estas afirmaciones.

3.7 Ejercicio numérico y analisis de datos experimentales

Antes de analizar algunos datos experimentales de adsorcién en multicapa,
comenzaremos esta seccion realizando un ejercicio numérico. El mismo tendra el
proposito de determinar cudl es la influencia del tamafio del adsorbato, en las predicciones
de la ecuaciéon de BET y de las aproximaciones analiticas obtenidas anteriormente. Para
ello, analizaremos las isotermas de MC de la misma forma en que se harfa el tratamiento de
datos experimentales. Por simplicidad trabajaremos unicamente con A-meros lineales
adsorbidos sobre una red cuadrada de sitios.

Para este ejercicio numérico, hemos simulado la adsorciéon de &-meros de tamafios
comprendidos entre £ = 2y £ = 10, para valores tipicos de ¢, = 2, 10 y 100. El subindice
introducido en el parametro ¢, indica simplemente que este es el valor exacto con el cual se
realizé la simulacién (esto nos permitira en el futuro diferenciar este valor exacto, del
obtenido en los ajustes). Tengamos en cuenta que los datos de simulacién vienen dados
como: el cubrimiento de A-meros adsorbidos en funcién de la presion relativa.  Sin
embrago, si tomamos el volumen de monocapa real »,, = 1 entonces, de acuerdo a la
ecuacion (3.33) » = 6. Luego si realizamos un ajuste de las isotermas de simulacién (ya sea
con BET u otra aproximacién), obtendremos un estimador de ¢y otro del volumen de
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monocapa 7, , los cuales seran nuestras mejores predicciones de sus valores exactos ¢,y 2,
(donde este ultimo siempre sera igual a uno).

Usualmente el analisis de datos experimentales usando BET, debe ser realizado en un
rango restringido de presion [Gregg and Sing 1982]. La razén de ello es que, como
mencionamos en la secciéon 3.4, aunque se espera que en un grafico tipico como el de la
figura 3.6 los puntos tracen una recta perfecta, experimentalmente esto sucede a bajas
presiones relativas tipicamente entre p/p, = 0,05 y p/p, = 0,3 (el rango incluso puede ser
menor). Con el propésito de comparar las predicciones de diferentes teorias, se eligié ese
mismo rango para realizar nuestro ejercicio numérico.

La figura 3.13 muestra los resultados del analisis de BET de todas las isotermas de
simulacion usando el mismo esquema de calculo empleado en la secciéon 3.4. Es decir, se
realizé una linealizaciéon de los datos en el rango de presion relativa (0,05-0,3) (como en la
figura 3.6) y se calculo con minimos cuadrados la mejor pendiente y ordenada al origen.
Seguidamente, usando las ecuaciones (3.35), se determiné el volumen de monocapa v, y el
valor de ¢. La figura muestra los resultados obtenidos, referidos a sus valores reales »,,y ¢, .
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Figura 3.13. Resultados del analisis de BET de la adsorcién de &-meros sobre la
red cuadrada. Las figuras muestran la dependencia con £ de (a) el volumen de
monocapa 2,y (b) el parametro ¢, ambos referidos a sus valores reales.

Podemos apreciar ciertos rasgos cualitativos. En primer lugar, es evidente que el error o
desviacion respecto de los valores reales de ambas cantidades, tiende a una saturacién a
medida que el tamafio £ aumenta (salvo un comportamiento anémalo para valores bajos de
¢). A su vez, al incrementarse ¢, , vemos que las predicciones de BET mejoran
considerablemente. Por ejemplo, confundir un dimero o trimero con un monémero (eso
implica el analisis de BET), implica cometer un error inferior al 5% en la determinacion del
volumen de monocapa y de no mas del 10% en el parametro ¢ si la adsorcion esta
caracterizada por un ¢, = 100 (adsorcion fuerte sobre la superficie). En definitiva, la figura
3.13 nos dice que si deseamos usar BET para analizar una isoterma, obtendremos mejores
resultados para valores de ¢ muy grandes (esto es compatible con un codo bien marcado).

Para probar otra forma de analizar los datos de simulacién, usaremos la extension a
multicapa de la isoterma EU (3.41). Teniendo en cuenta (3.28) y (3.33), esta ecuacién se
puede reescribir como

w=p/ )|, _k=1) o1=p/p)]""
/b= S (EU) (3.48)
L =] = e ) [ k=1 o= p/ )]

v v £ v

Va4 A A

Cy
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Notemos dos cosas. En primer lugar se ha definido

Y, (3.49)

El proposito de ello es eliminar parametros de ajuste innecesarios. De hecho, el producto
entre ¥ y ¢ aparece en un solo lugar en la ecuacion (3.48). Por otro lado, como maximo el
namero de parametros desconocidos es tres: ¢, 2, y 4 Para comenzar supondremos que
ya conocemos el tamafo del adsorbato.

Para realizar un ajuste con (3.48), hemos optado por expresar los datos de simulacion
de la siguiente manera: en la ordenada p/p, y en la abscisa v (1- p/p,) (este producto es
simplemente el volumen adsorbido superficialmente). Las figuras 3.14 (a) y (b) muestran el
resultado de este ajuste sobre dos isotermas de A-meros de tamafio £ = 2y £ = 0,
respectivamente, adsorbidos sobre la red cuadrada con la eleccién de ¢, = 10.
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Figura 3.14. Ajuste de las isotermas de adsorcién (para ¢, = 10) de £-meros sobre
la red cuadrada, usando la ecuacién (3.48) y BET: tamafios (a) £ =2y (b) £ = 0.
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Figura 3.15. Resultados del analisis usando la isoterma (3.48), de la adsorcion de
k-meros sobre la red cuadrada. Las figuras muestran la dependencia con £ de (a)
el volumen de monocapa v, y (b) el parametro ¢, , ambos referidos a sus valores
reales.

Este proceso se realiz6 como sigue. Por ejemplo, para el caso de la adsorcion de dimeros
figura 3.14 (a), se eligi6 fijar en la ecuaciéon (3.48) el parametro de tamafio £ = 2. El
resultado obtenido por minimos cuadrados fue: ¢, = 16,6 y 2, = 0,997. Considerando que
los valores reales de estos parametros son ¢, = 10 y »,, = 1 (impuestos en la simulaciéon),
tenemos simplemente que: ¢,/ ¢, = 1,66 y v, / v,, = 0,997. Este mismo proceso se realiz6
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en la figura 3.14 (b) tomando £ = 6. En dichas graficas se ha designado con EU (debido al
origen de la ecuacion (3.48)) los resultados del ajuste anterior. Con el propédsito de realizar
una comparacion, para ambos caso se repitié el analisis fijando &£ = 1. Esto significa
realizar nuevamente un ajuste con BET, ya que la ecuaciéon (3.48) es exacta para este
tamafo de A-mero (en las figuras dicho ajuste se ha designado como BET). Debemos
tener en cuenta que hay una leve diferencia entre este ultimo resultado (para BET), y el
reportado en las figuras 3.13 (a) y (b). Esto se debe a que ambos ajustes fueron realizados
en diferentes ejes de coordenadas. No obstante, podemos ver en las figuras 3.14 (a) y (b)
que BET muestra no tener una flexibilidad adecuada para representar las isotermas de
simulacion.

Repitiendo este proceso para todas las isotermas (eligiendo para cada una de ellas el
tamaflo exacto £), se construyeron las figuras 3.15 (a) y (b). Podemos notar que las
prediccion del volumen de monocapa, a pesar de tener un comportamiento erratico con £,
es muy cercana al valor real. Como antes, este acuerdo es mas importante a medida que
crece el valor de ¢, . No sucede lo mismo para la prediccion de ¢,.. Sin embargo, debemos
notar que este parametro no solo encierra al valor de ¢. De acuerdo a (3.49) la conectividad
juega un papel importante. Por lo tanto, el ajuste para £ = 1 da exactamente ¢, = ¢, y, en la
red cuadrada (y = 4), para £ 2 2 deberfa dar ¢, = 2 ¢, . Paraddjicamente, esto tltimo se
cumple sélo para valores bajos de ¢, . La tendencia mostrada por los ajustes realizados con
(3.48), muestran que ¢, debe tomarse como la mejor prediccion del parametro c.

Debe destacarse que en el analisis realizado con (3.48), es vital elegir a priori un tamafo
de A-mero. Si se intenta hacer un ajuste simultaneo de los tres parametros ¢, , v, y &,
veremos que EU muestra una gran inestabilidad y, de conseguir un conjunto estable de
valores, veremos que estos difieren sustancialmente de los reales. No obstante, cabe
preguntarse qué sucede con las predicciones de (3.48), cuando se ha elegido un tamafio £
errado pero cercano al valor exacto.
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Figura 3.16. Resultados del analisis de estabilidad del ajuste realizado usando la
isoterma (3.48), respecto de los cambios en 4 Las figuras muestran la
dependencia con £ de (a) 2, v (b) ¢,. Los simbolos son los valores obtenidos
tomando £ correctamente, y las curvas llenas delimitan la regién donde deberian
encontrase los parametro si se eligiera un tamafo errado de £, entre £+1 y £-1.

Las figuras 3.16 (a) y (b) muestran, para el caso de la red cuadrada y ¢, = 10, cuanto se
apartarfan los valores de los parametros de ajuste si se eligiera un tamafio &£ mayor o menor
en so6lo una unidad (&+1 y -1 respectivamente). Podemos observar que, para las
isotermas de grandes A-meros, la prediccion no difiere mucho de la obtenida para la
eleccion exacta de £. Solo existe una mayor sensibilidad para tamafios como £ =1y &= 2.
De hecho, si un monémero es confundido con un dimero (aqui no es posible considerar el
caso £-1), el volumen de monocapa diferira en mas del 20% del valor real. Por otro lado, si
un dimero se confunde en principio con un mondémero y luego con un trimero, el error
sera del 11% (& menor que el real) y el 6% (& mayor que el real), respectivamente. Como
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muestra la figura 3.16 (a), las desviaciones siguen cayendo para £ = 3. Esto ultimo también
sucede con el valor de ajuste ¢,. Como a lo largo de todo este anilisis, la situaciéon mejora
siempre que aumenta el valor real del parametro ¢. De hecho para ¢, = 100, un monémero
confundido con un dimero nos dara un error en el volumen de monocapa del 4%. Para un
dimero estas diferencias seran del 3,8% (& - 1) y el 3,3% (& + 1).

Podemos realizar un dltimo intento por lograr mejores predicciones de los parametros
¢y v, ,usando la extension a multicapa de la isoterma semiempirica SE ecuacion (2.131).
Nuevamente, teniendo en cuenta (3.28) y (3.33):

[1 wi=p/ p)
v(=p/ p)| k=) 20(1=p/ p,)
b _ 2, & Y,

v(1=p/ p)k=1)

Jer {]_%—Dpa—p/ﬂo" '
CH- . (3.50)

/3 v
v(1=p/ po)(#-1)

(k=1 (1= p/ p)

/3 v

m

2 “ 177"(1’/}’/}’”) =
z[,{l_va—p/m] +v<l—p/n.>[1_<k—l> 2v<l—p/n.)]{ = [1
2 v v £ Y,

m m

La ecuacién anterior tiene ya un numero de términos considerable. Notemos que, a
diferencia de EU, aqui no es posible definir un parametro ¢,. El motivo de ello es que la
conectividad de la red no sélo aparece a un lado de ¢ también lo hace en diferentes
términos de la expresion anterior.

Pero, ¢;podemos obtener alguna ventaja frente a la isoterma (3.48), que justifique tratar
con una expresion tan compleja?. Las figuras 3.17 (a) y (b) muestran para (3.50), el
resultado del mismo ejercicio numérico realizado anteriormente con EU.
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Figura 3.17. Resultados del analisis de la adsorcién de A-meros sobre la red
cuadrada, usando la isoterma (3.50). Las figuras muestran la dependencia con £
de (a) el volumen de monocapa 2, y (b) el parametro ¢, , ambos referidos a sus

n ¢

valores reales.

Comparando estas graficas con las figuras 3.15 (a) y (b) vemos que, a excepcion del caso ¢
= 2y k> 7, las predicciones del volumen de monocapa son muy similares a las realizadas
con EU. Lo mismo sucede con ¢, salvo que ahora este no es un parametro efectivo. Este
comportamiento nos lleva a concluir, que las predicciones de la isoterma semiempirica no
muestran una mejora respecto de las obtenidas a partir de EU. Por lo tanto, debido a su
mayor sencillez, en la practica sera mas util usar la ecuacion (3.48).

Antes de finalizar esta seccion, analizaremos datos experimentales de la adsorcion de
argon Ar y nitrégeno N, en una superficie de silica no porosa tomados de la referencia
[Gregg and Sing 1982]. La figura 3.18 muestra estas isotermas para un amplio rango de
presion relativa. A partir de una analisis de BET entre aproximadamente p/p, = 0,05y p/p,
= 0,3, se obtuvieron los valores de ¢y », reportados en la tabla 3.1. Por otro lado, eligiendo
k£ = 2, se repiti6 el ajuste (en el mismo rango) usando la isoterma de multicapa EU,
ecuacion (3.48). Los resultados también son mostrados en la tabla 3.1.
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Figura 3.18. Isotermas experimentales. Adsorciéon de Ar y Nz sobre una
superficie de silica no porosa.

Podemos apreciar que para ambos adsorbatos, el valor de #,, obtenidos con BET es menor
al calculado con EU. En relacién a este dltimo, la primer cantidad (Ia de BET) es un 10% y
un 6% menor para, respectivamente, Ar y N,. Este mismo comportamiento puede
observarse en el ejercicio numérico efectuado anteriormente, si consideramos que estos
adsorbatos se comportan como dimeros.

BET EU BO y=3 | BO y=4 | BO y=6
A v C/ v A v A v ¢ v

/A 19, /4 /A /4 /A

Ar | 43 325 27 36,5 21 [359] 16 | 36,5| 10 | 37,9
N, | 206 | 36,5 | 160 | 39,0 | 134 [ 38,1 97 [ 38,7 | 66 | 39,9

Tabla 3.1. Resultados del ajuste de los datos experimentales de adsorcién de Ary
N> sobre una superficie de silica no porosa. Los volimenes de monocapa estan
expresados en cm? (stp).

Como vimos en la figura 3.16, confundir un dimero con un monémero implicaba un error
del 11 % en el valor del volumen de monocapa, para ¢ = 10. Y como se nombré en esa
oportunidad, las discrepancias disminuian a medida que crece el valor de . En el caso del
valor del parametro ¢, vemos en los datos de la tabla 3.1 que siempre es mayor el calculado
con BET que el obtenido usando EU (en realidad, ¢, para este dltimo caso). Hste
comportamiento también concuerda con lo mostrado en la figura 3.16, suponiendo
nuevamente que el Ary el N, son dimeros.

Finalmente, debemos destacar que si hubiésemos supuesto que el Ar y el N, se
adsorben como mondémeros, los resultados de los ajuste también hubieran sido
consistentes con el ejercicio numérico realizado anteriormente. De hecho, en la figura 3.16
podemos ver que confundir un monémero con un dimero arroja un valor de », mayor al
real. Sin embargo, los calculos muestran que este es mas de un 20% superior.

3.8 Sumario

En este capitulo hemos analizado la adsorcién en multicapa de A-meros sobre
superficies de diferentes geometrias. El modelo unidimensional se resolvié exactamente y
se obtuvieron soluciones aproximadas en dos dimensiones. En todos los casos se supuso
que las interacciones laterales adsorbato-adsorbato eran despreciables.

A pesar de que la comparacion con datos experimentales no permite realizar
verificaciones, en relacion a BET estas nuevas isotermas analiticas representan un paso
importante en la comprension del fenémeno de adsorcién en multicapa de moléculas de
gran tamano.
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Capitulo 4

Transiciones de fase
en modelo con
multiple ocupacion de sitios

En este capitulo estudiaremos el comportamiento critico de un modelo de gas de red
de k-meros lineales, en el cual las moléculas interactuan lateralmente unas con otras a
través de un potencial repulsivo de corto alcance. Este sistema experimenta una transicion
de fase continua a 6 = 1/2. Comenzatemos analizando la dependencia que tiene la
temperatura critica con el tamafio & Para ello, utilizaremos simulacién de MC en la
asamblea canoénica y diferentes aproximaciones analiticas. Finalmente, determinaremos la
universalidad de dicha transicién usando MC y técnicas de escaleo de tamafio finito.

4.1 Modelo

Al igual que en el capitulo 2, el sistema sera un gas de red de £-meros y prohibiremos la
doble ocupacién de un mismo sitio, restringiéndonos de esta forma al régimen de
monocapa.  En este caso en particular, limitaremos la interaccion lateral a primeros
vecinos y supondremos que es repulsiva.

El hamiltoniano del sistema viene dado por la expresion

H, = wz 0.0, —wk-1)N, 4.1)
(4,7)

donde nuevamente N es el nimero de £-meros adsorbidos sobre una red cuadrada de M =

I sitios, w la constante de interaccién a primeros vecinos (w > 0 para el caso repulsivo) y ©;
la variable de ocupacién del sitio /~ésimo (0 si esta desocupado, 1 si esta ocupado). La
suma se extiende sobre todos los pares de sitios primeros vecinos. Notemos que el primer
término del lado derecho de (4.1) es idéntico al de Ising [Ising 1925] o al de un modelo de
adsorcion de particulas monoatémicas interactuantes [Hill 1986]. La diferencia con este
ultimo, es el segundo término del lado derecho del hamiltoniano. Debido a que a lo largo
de este trabajo hemos supuesto que los £-meros no pueden disociarse una vez que se han
adsorbido, las interacciones que ligan los componentes internos (o segmentos) de cada
particula no juegan un papel importante en la dinamica del problema. Por este motivo, el
segundo término en (4.1), elimina de la cuenta a todos los primeros vecinos considerados
en la suma provenientes de pares de segmentos que pertenecen a un mismo A-mero.

Este sistema ha sido estudiado en detalle para £ = 1. De hecho, tiene una relacion
directa con el modelo de Ising, ya que es posible demostrar que es isomorfo a un
ferromagneto y a un antiferromagneto si se elige, respectivamente, » < 0 y » > 0 [Hill
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1986]. En este ultimo caso, el diagrama de fase de mondémeros con interacciones
repulsivas a primeros vecinos, muestra la formacion de una estructura c(2x2) en el régimen
de bajas temperaturas. Esto se puede ver en la figura 4.1, la cual fue tomada de la
referencia [Binder 1980]. Aunque el hamiltoniano muestra que el sistema posee una
simetrfa de traslacion (tengamos en cuenta que todos los sitios de la red son equivalentes),
por debajo de una dada temperatura critica T el sistema experimenta una transiciéon de fase
continua que trae aparejado la ruptura de esta simetria.

kgT/ gyl

lattice gas lattice gas

05 0% 05 075 100

Figura 4.1. Diagrama de fase monémeros tomado de la referencia [Binder 1980].
El eje vertical esta en unidades de Jan = 4 w.

En la figura 4.1 la curva encierra la fase ordenada c(2x2). A 6 = 1/2 y cuando £&;T/w <
ki To/w= 0,567, el sistema se ordena en una fase que privilegia el llenado de los sitios de
una subred a expensas de la otra (la red cuadrada de sitios puede descomponerse en dos
subredes idénticas). Aunque sélo encontramos un arreglo perfecto de esta estructura
(dibujada en el interior del diagrama de fase) a 8 = 1/2 y T = 0, en un rango de
cubrimiento entre 0 = 0,355 y 0 = 0,645, el sistema también es capaz de expetimentar una
transiciéon continua que lo lleva a una fase en la cual persiste un orden de largo alcance

[Binder 1980).

0.00 - . - : , . , .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0
Figura 4.2. Diagrama de fase de dimeros tomado de la referencia [Ramirez-Pastor

1998a].

Estudios recientes muestran que también para & = 2 el sistema experimenta una
transicion continua similar a la de monémeros [Phares 1984; Phares ef al. 1985a, 1985b,
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1993a, 1993b, 1995, 1997, 1999, 2000, 2001; Ramirez-Pastor 1998a y Ramirez-Pastor ef 4.
1998b]. El diagrama de fase de dimeros de la figura 4.2 ha sido tomado de la referencia
[Ramirez-Pastor 1998a]. En él se muestra que a bajas temperaturas el sistema se puede

ordenar en dos estructuras diferentes, cada una en torno a 6 = 1/2 (fase 4x2) y 6 = 2/3
(fase Zig-Zag). Notemos que ambas fases se pueden caracterizar por una ruptura en la
simetria de traslacion. En trabajos posteriores, se determiné que la entropia por sitio de
red de este sistema, figura 4.3 (a), presenta dos minimos correspondientes a la formacién de
estas fases [Roma 2000a; Roma ez a/. 2000c, 2001]. A su vez, también se probd que en el
caso de trimeros a bajas temperaturas al menos existe la estructura para 6 = 1/2 (fase 6x2).

Esto se puede corroborar en las curvas de entropia mostradas en la figura 4.3 (b) [Roma
2000a; Roma ez al. 2000Db].

08— T — 0.8 T e L s —
.", /u: oo /é =2 y Y= 4 —0— é”T/w = oo
ik oA 1/w=1.00 ’ i s/k. o kT/m=104
B ok, /w=050 Pl b ym= 02 _ _
0.6 —0— k/"l‘/w =0,34 0.6 —— é”'l'/u' =042 k=3 ¥ r= 4
Pk mm=052 T P o rrw= 035 1
—— ,(’.”T/w =0,20 —— /é”'[‘/u' =030
T 4,17w=000 ] 1= & 17w=000
0.4 - 0.4 .
0.2 . 0.2
0.0 T T T T ! T T T T 0.0 T T T T y T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
6 () 6 (b)
Figura 4.3. Entropia por sitio de red para (a) dimeros y (b) trimeros en la red

cuadrada.

Como vemos, es obvio que siempre sera posible la formacion de la estructura 2£x 2 a
un cubrimiento de &-meros @ = 1/2. Sin embargo, esto no es evidencia suficiente para
asegurar la existencia de una transicion de fase continua para cualquier tamafio £ En las
siguientes secciones, estudiaremos en detalle el comportamiento critico de este modelo de
k-meros, restringiéndonos a @ = 1/2 y a interacciones laterales repulsivas. Comenzaremos
empleando simulacién y mas tarde usaremos diferentes aproximaciones analiticas. Estas
nos serviran para corroborar e interpretar los resultados numéricos de MC.

4.2 Simulaciéon de Monte Carlo

Nuevamente hemos efectuado un proceso de Markov definido en términos de la
probabilidad de aceptacion de Metropolis [Metropolis ef al. 1953; Binder 1979; Nicholson
and Parsonage 1982], para realizar la simulaciéon de Monte Carlo del sistema de &-meros.
La diferencia mas importante respecto de las simulaciones realizadas en los capitulos
anteriores, es que para estudiar el comportamiento critico a un cubrimiento fijo, es
necesario trabajar en la asamblea canénica.

Como siempre, hemos usado la ecuacion (2.114) como probabilidad de aceptacion de
un dado evento de evolucién, bajo la restricciéon de que el numero de particulas N es
constante. El algoritmo para generar un intento de cambio en la configuracién del sistema,
se basa en dos mecanismos que son ejecutados en cada paso elemental de MC.

Algoritmo 11

a- Se fijan valores de 4, 8y £;1/w, los cuales permaneceran sin cambos a lo largo de
la simulacion.
b- Elegimos una configuracion arbitraria de £-meros que denominaremos 7.
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c- Se selecciona al azar un £&-mero de entre todos los que existen en el sistema.

d- Luego, si hay al menos una £-upla vacia, se selecciona una de ellas al azar de entre
todas las que existen.

e- Si el paso anterior fue efectivo (es decir, si habia al menos una k-upla vacia
disponible), calculamos la probabilidad de transicion W, a partir del cambio

o
energético AH, , donde ;j es la nueva configuracién caracterizada por el

)2
intercambio de posicion entre el &-mero y la k-upla vacfa. Posteriormente
generamos un ndmero aleatorio 1 en el intervalo [0,1]. Aceptamos el cambio
propuesto siy solosi < W, .

f-  Nuevamente selecciona al azar un £-mero de entre todos los que existen en el
sistema.

g- A continuacion, se elige al azar una de las £4+24-2 £-uplas (este nimero es valido
s6lo para la red cuadrada) a las que podria relajar dicho &-mero, bajo la condicién
de que al menos uno de los sitios que ocupaba siga en ese mismo estado.

h- Si el paso anterior fue efectivo (es decir, si la £-upla seleccionada para la relajacion
quedaria eventualmente vacia de haberse retirado el £-mero elegido), calculamos la
probabilidad de transicién W), a partir del cambio energético AH, , donde j es la

nueva configuraciéon caracterizada por la relajacion del &-mero seleccionado.
Posteriormente generamos un nimero aleatorio 7] en el intervalo [0,1]. Aceptamos
1 i o i <WwW..
' el cambio propuesto si y sélo st 1S W, . o '
i- Tomamos la nueva configuraciéon como la /~ésima. Posteriormente regresamos al

[Pl

punto “c”. Esto cumple un ciclo o paso elemental de simulacion.

Hay varios puntos que deben ser aclarados en el algoritmo anterior. Lo primero que se

destacar, es la forma en que se genera una configuracion arbitraria para una dado 0 fijo.
No es posible realizar esta tarea depositando uno a uno los A-meros en la red, pues
rapidamente se llega a un estado de saturacion o jamming antes de completar el cubrimiento
superficial. Por ello, tal configuraciéon es construida de la siguiente forma. Primero se
depositan la totalidad de los A-meros (necesarios para lograr el 0 deseado) en forma
ordenada, sin dejar lugares vacios entre ellos. Luego, para desordenar esta configuracion,
se corre el algoritmo una dada cantidad de PMC tomando la probabilidad de transicion W),

1, sea cual sea el cambio de energia en el sistema (esto es equivalente a eliminar
momentaneamente las interacciones laterales tomando » = 0, o a fijar una temperatura
infinita).

En cada paso elemental de MC hemos intentado la evolucion del sistema por medio de
dos mecanismo diferentes. Al primero de ellos lo hemos llamado intercambio y al segundo
relajacion, cada uno de los cuales esta descripto, respectivamente, entre los pasos “c - e” y “f
- h” del Algoritmo III. Notemos la diferencia con los algoritmos de adsorcién-desorcion
detallados en los capitulos anteriores. Aqui, para mantener constante el numero de entes,
siempre es necesario seleccionar un par formado por un £-mero y una £-upla vacia.

Cada uno de los mecanismos anteriores puede ser usado en forma separada para
realizar la simulacion de MC. La razén por la cual se han empleado en conjunto, se debe a
que esto permite lograr una eficiencia mayor en el muestreo de configuraciones. Si el
intercambio es realizado sin la relajacion, entonces el algoritmo tendra grandes dificultades
para tratar de armar la fase de bajas temperaturas. Es decir, si se ha formado en algin
momento una pequefia imperfeccion en la estructura ordenada (algunos &-meros fuera de
lugar), el mecanismo de intercambio no sera muy eficiente para probar cambios
configuracionales que arreglen en pocos pasos dicho desorden. Sin embargo, al incluir la
posibilidad de relajacion, se permite que estas imperfecciones puedan desaparecer debido a
que dicho mecanismo intenta cambios de estado de orden /ocal.

Otra caracteristica del intercambio efectuado en forma solitaria, es que conserva
siempre al menos una A-upla vacia en el sistema. El hecho que en el punto “d” se
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cuestione la existencia de entes de este tipo, se debe a que la relajacién es capaz de
eliminarlos totalmente. La relajacién usada sin el intercambio, muestra una dificultad para
evolucionar rapidamente hacia el equilibrio. Por lo tanto, la combinacién de ambos
mecanismos permite salvar la mayorfa de las dificultades que se presentan en la simulacion.

Finalmente, quizas debamos aclarar un poco mas el punto “g” del Algoritmo III. La
relajacion se basa en un intento de cambio local en la posicion del £-mero seleccionado.
Como condicion se pide que, al menos un de los sitios ocupados por dicho ente siga en ese
mismo estado luego de la transiciéon. En la red cuadrada, esto da un niamero de posibles £-
uplas de relajacién igual a £+24-2 que podrian cumplir este requisito. La figura 4.4 muestra
un ejemplo, en donde los 6 6valos encierran las posiciones a las que podria relajar el dimero
central.

Figura 4.4. Los 6valos en la figura, sefialan las posiciones a las que podtia relajar
el dimero central de haber sido seleccionado.

Notemos que dos de estas &-uplas de relajacion no estan disponibles. Una k-upla de
relajacién se encuentra disponible sélo si, de haberse retirado el 4-mero seleccionado, la
misma hubiese quedado vacia. Por lo tanto, de ser elegida alguna de estas dos, el intento
setfa frustrado. Destaquemos que es esencial pesar con 1/6 cada £-upla de relajacién y
frustrar el intento si la eleccion no es adecuada para originar una evolucién del sistema. St
en cambio, con el propésito de agilizar el algoritmo, se eligiera al azar una A-upla de
relajacién de entre las 4 que estan disponibles en el ejemplo de la figura 4.4, se estaria
pesando cada una de ellas con 1/4. Esto origina un gran problema. Para entender por qué,
regresemos al ejemplo de la figura 4.4. Como vimos en la secciéon 2.8, debemos ser cautos
y prever que el algoritmo no tenga un sesgo en particular. En otras palabras, es esencial que
la configuracién de destino ( j-ésima) sea elegida con igual probabilidad, de entre todas las
posibles que puedan ser alcanzadas a partir de la inicial (~ésima). Entonces, si deseamos
evolucionar usando el mecanismo de relajacion, en rigor tendriamos que seleccionar con
igual peso cada una de las 14 configuraciones que pueden ser obtenidas a partir de la
relajaciéon de uno solo de los tres dimeros de la figura 4.4 (5 para el dimero superior
derecho, 4 para el central y otros 5 para el de abajo). Esto se puede hacer eligiendo en
forma aleatoria un dimero (probabilidad 1/3) y luego una de las 6 posiciones posibles
(probabilidad 1/6), lo que darfa una probabilidad total de 1/18. Por supuesto, de esta
forma se alcanzan posiciones de relajacion que estan prohibidas y deben considerarse como
pasos frustrados. A pesar de ello, de esta forma aseguramos que todas las configuraciones
de destino son seleccionadas con la misma probabilidad. De haberse tratado de agilizar la
busqueda de posiciones para evitar esta suerte de frustracién, el proceso hubiera
introducido un sesgo. De hecho, las 4 posiciones de relajaciéon del dimero central hubiesen
sido seleccionadas con probabilidad 1/12 (1/3 para elegir el dimero y 1/4 para elegir la
posicion de relajacion), mientras que para el dimero inferior o el superior derecho, cada una
de sus 5 posiciones de relajacién tendrfan un peso de sélo 1/15 (nuevamente, 1/3 para
elegir el dimero y 1/5 para elegir la posicion de relajacion).

A diferencia de las simulaciones anteriores, aqui calcularemos el valor medio de varias
cantidades de interés. Entre ellas podemos destacar la energia media por sitio de red
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_{H),
uO,T) =" (4.2)

y la capacidad calorifica a volumen constante (aqui el nimero de sitios M es tomado como
medida del volumen del sistema)

Cy(6,T)= @R H2>T —(H). ] (4.3)

En las ecuaciones anteriores, los simbolos < . >1 indican un promedio aritmético igual que

el de la ecuacién (2.118), pero esta vez a una temperatura y un cubrimiento fijos [Binder
1979]. Otras cantidades que hemos calculado en la simulacién y que nos ayudaran a
determinar el comportamiento critico del sistema, estan estrechamente relacionadas con el

parametro de orden @ . Ellas son la dispersiéon de ¢ o susceptibilidad

1,0.1)=—[(¢"), ~(o):] 44)

y el cumulante de Binder [Binder 1981, 1984|

Tw(B,T):1—¢—>’. (4.5)

3(0%),

Mais adelante veremos la utilidad de estas funciones. Ahora describiremos como obtener
un parametro de orden adecuado para estudiar el comportamiento critico de este sistema.
La principal caracteristica que debe poseer una funciéon para poder ser usada como
parametro de orden, es la capacidad de identificar las diferentes cuencas o componentes
ergddicas que surgen como consecuencia de una transiciéon de fase continua [van Enter and
van Hemmen 1984; Roma 2004; Roma ez a/. 2005]. El ejemplo tipico que podemos citar es
el de un ferromagneto. Como es bien conocido, la magnetizacion es el parametro de orden
adecuado para estudiar y caracterizar la transiciéon ferromagnética. Para T2 T, , el valor
medio de la magnetizacioén 7, es igual a cero. Por otro lado, para T'< T, |#|> 0. De esta
forma la magnetizacién sefiala en que momento se ha quebrado la ergodicidad, la cual trae
aparejada una ruptura de la simetria arriba-abajo (supongamos espines 1/2), e indica
univocamente la presencia de cada una de las cuencas ergddicas (o componentes
ergddicas): el estado en que se encuentra el sistema pertenecera a una u otra de las
componentes ergodicas, de acuerdo a si 7 > 0 o 7 < 0. En otras palabras, por debajo de
T, el sistema se magnetizara en una de las dos direcciones posibles, cada una de ellas
asociada a una cuenca ergddica diferente.
Pasemos ahora al problema de definir un parametro de orden para nuestro sistema. A 6 =
1/2y w> 0, la fase de monémeros c(2x2) a bajas temperaturas es mostrada en la figura 4.5
(a). Una de las caracteristicas que podemos destacar, es que los entes forman una
estructura tipo Zablero de ajedrez, sin ningin primer vecino ocupado (debido a la energia de
repulsién). Por otro lado, la figura 4.5 (b) muestra que la fase ¢(2x2) también se puede
depositar sobre otro conjunto de sitios, distintos a los anteriores. Por lo tanto, sobre la red
cuadrada es natural definir dos subredes de sitios como se representa en la figura 4.5 (c).
Un parametro de orden adecuado podria definirse como

0, =60,-06,, 4.0)
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donde 0, y 6, son los cubrimientos de cada una de las subredes:

2
91=M Y. o, 0, = o, . @.7)

2
i
7€ subtred 1 M /€ subred 2

Teniendo en cuenta estas consideraciones, ahora podemos describir al menos
cualitativamente el comportamiento critico del sistema.

Figura 4.5. Aqui cada una de las esferas llenas indica la presencia de un
mondémero sobre la red. En (a) y (b) se muestran las dos dnicas formas de
ordenar la fase sobre la red cuadrada de sitios. En (c) la dos subredes es
representada mediante circulos y cuadrados.

Para T2 T, , los monémeros se encontraran dispersos, ocupando por igual cada uno de los
M sitios de la red. Esto significa que en promedio lo valores de 0, y 6, seran iguales, lo que
implica que:

(), =0  paraT2>T,. 4.8)

Por otro lado, para T < T la fase comenzara a armarse sobre alguna de las dos subredes

(en rigor, sOlo estard completamente armada a T'= 0). De alli que en promedio 6, y 6,
seran diferentes y

(), #0  paraT<T,. (4.9)

El hecho que en promedio una funcién como @, sea distinto de cero, implica una ruptura
en la simetrfa de traslacién del sistema. Al igual que para la magnetizacion, el estado del
sistema pertenecera a una u otra de las dos componentes ergddicas, de acuerdo a si el valor
medio en (4.9) es mayor o menor que cero (cada cuenca ergddica se puede identificar con
una subred diferente).

Desde el punto de vista computacional, es mejor redefinir el parametro de orden (4.6)
como

0 =16,-6,|. (4.10)

Hay al menos un motivo por el cual en la ecuacién anterior se ha introducido el valor
absoluto. Debemos considerar que una simulacién se realiza sobre un sistema cuyo
tamafio es finito. Esto implica que la ergodicidad del sistema no se rompera incluso a
temperaturas muy por debajo de T (en rigor, el quiebre de ergodicidad se produce sélo en
el limite termodinamico). Por lo tanto, siempre existirda una probabilidad finita de salvar las
barreras de energfa libre que separan las dos cuencas ergddicas (aunque las llamemos asf,
solo en el limite termodinamico estas regiones seran verdaderas cuencas ergddicas). De no
haberse tomado el valor absoluto en (4.10), en promedio el parametro de orden siempre
serfa igual a cero.
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Figura 4.6. Dos de las ocho estructuras de la fase 4x2 de dimeros.

Para estudiar la transicion de fase de &-meros a 8 = 1/2 y w > 0, construiremos una
generalizacion del parametro de orden (4.10). Tomemos como ejemplo las figuras 4.6 (a) y
(b), las cuales muestran dos de las estructuras que puede formar la fase de dimeros a bajas
temperaturas.

© @

Figura 4.7. Las ocho subredes sobre las que se pueden armar la fase de dimeros.

Como podemos apreciar, nuevamente es evidente que la transiciéon de fase trae aparejada
una ruptura en la simetria de traslacion del sistema. Para construir un parametro de orden,
debemos tener en cuenta que esta fase 4x2 puede localizarse sobre 8 subredes distintas.
Las figuras 4.7 (a), (b), (c) y (d) muestra la disposicién de los sitios de cada subred. Al igual
que en el caso de monémeros, cada una de ellas tendra un cubrimiento dado por

9‘_:_ 2 o, conj=12,..... ,8. (4.11)

/€ subred j

Notemos que las fases representadas en las figuras 4.6 (a) y (b) recaen, respectivamente,
sobre las subredes 1y 7. Para el primer caso, tendremos sin duda que 8, = 1y 8, = 0, pues
ambas redes son complementarias. Luego, una inspeccion de las figuras 4.7 (b), (c) y (d),
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nos convencerd de que 6, = 0,=1/2,0,=6,=1/2y 0, = 6, = 1/2. Esto sugiere que un
buen parametro de orden para dimeros puede ser una funcion del tipo

@, =0, -6,|+|6,-6,|+|0. - 6,|+|6. —6,|. (4.12)

De hecho, de acuerdo a los valores de los cubrimientos de las subredes para la fase
mostrada en la figura 4.6 (a), el primer término serfa igual a uno y el resto igual a cero. Por
otro lado, para T'2 T, , el parametro de orden (4.12) tendria un valor muy pequefio (en
rigor igual a cero en el limite termodinamico) pues el cubrimiento promedio de todas las

subredes serfa el mismo. Debemos notar que incluso en el desorden, en promedio @, no
puede ser igual a cero para un sistema de tamafio finito: los valores absolutos en (4.12)
impiden que, debido a las fluctuaciones, se cancelen las diferencias entre los cubrimiento de
subredes complementarias. Esto mismo sucede con el parametro de orden de monémeros
(4.10) y no trae aparejado ninguna dificultad técnica.

A partir de los razonamientos anteriores, podemos realizar una generalizaciéon del
parametro de orden. Es facil constatar que la fase de A-meros (para & > 1) estara
caracterizada por 4£ subredes. Por lo tanto, el parametro de orden (para £ > 1) tendra la

forma
2k—1

p=A, Z |92;’+1 =0, 4.13)
=0
donde A, es una constante de normalizacién (ver apéndice A.4)
2
— para £ par
A, = . (4.14)
2 ra £ impar, £ # 1
ara ar,
£ +3 P P
y cada cubrimiento de subred es de la forma
4% .
6, = Y. o conj=1,2,...,4k (4.15)

i€ subred j

(note que, para mantener la nomenclatura sencilla, hemos eliminado el subindice en ¢).
Las figuras 4.8 (a) y (b) muestran, respectivamente, los valores medios de los parametros de
orden @ de mondémeros y dimeros como funcién de la temperatura, para diferentes
tamafios de red (por simplicidad, hemos llamado de igual forma al parametro de orden y a
su valor medio). Observemos que, para un mismo intervalo de temperatura, ambos
sistemas exhiben un comportamiento diferente. Mientras el cambio del parametro de
orden entre cero y uno se produce en forma gradual para mondmeros, para dimeros este
salto es muy abrupto, lo cual queda evidenciado si se comparan las curvas de ambos
sistemas para un mismo tamafo de red.

En esta seccion analizaremos parcialmente los datos de simulacién. Por el momento
estamos interesados sélo en el valor de la temperatura critica para los diferentes tamafnos de
k-meros. Mas adelante usaremos los datos de MC para determinar los exponentes criticos
que caracterizan la transicion de fase.

Una forma usual de determinar T, , consiste en encontrar el punto de cruce de los
cumulantes de Binder (4.5) [Binder 1981, 1984]. La figuras 4.9 (a) muestran el caso de
monoémeros. Podemos ver que, para todos los tamafios de red, los cumulantes se
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interceptan en un punto a una temperatura de &; T /w = 0,5672 £ 0,0001, valor que
coincide con el exacto [Hill 1980]:

1

21n(\/§—1)

kT [ w=— =0,567296..... k=1. (4.106)

En el caso de dimeros la situaciéon es un poco diferente. La figura 4.9 (b) muestra que
en apariencia no hay un punto de cruce tan limpio como el observado para monémeros.
En realidad esto probablemente sucede debido a correcciones de scaling de tamafio finito

[Binder and Heermann 1992].
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Figura 4.8. Valor medio del parimetro de orden ¢ de (a) mondémeros y (b)
dimeros, como una funcién de la temperatura y para diferentes tamafios de red.
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Figura 4.9. Cumulantes del parimetro de orden ¢ de (a) mondémeros y (b)
dimeros, como una funcién de la temperatura y para diferentes tamafios de red.

En este trabajo hemos observado este mismo efecto en el cumulante de @ para tamafios de
k-mero k£ 2 2. En realidad estas correcciones deben desaparecer a medida que crece L. Si
tomamos como temperatura critica el punto de cruce entre los dos cumulantes de mayor
tamafo de red, obtenemos los valores mostrados en la tabla 4.1 [Roma ez a/. 2003b]. Los
tamanos de red usados en cada caso fueron tomados como mdltiplos enteros de 4, L = 44,
8k, 12k, 16k y 244, vy se usé un niamero de PMC de # = 7= 10".

Por ultimo, notemos que £; T, /w disminuye entre £ = 1 y £ = 2. A partir de alli
aumenta en forma monoétona con el tamano del &mero. En las préximas secciones
trataremos de explicar este fenémeno, usando diferentes tipos de aproximaciones.
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k ky T /w error

1 0,567 | e
2 0,332 + 0,001
3 0,405 + 0,001
4 0,482 + 0,002
5 0,546 + 0,006

Tabla 4.1. Temperaturas criticas para £ entre 1 y 5, obtenidas a partir del cruce de
los cumulantes de Binder de ¢.

4.3 Aproximaciéon de Campo Medio

En esta secciéon trataremos de obtener una aproximacion de Campo Medio (CM), que
nos permita realizar un primer estudio analitico del comportamiento critico del sistema.
Debido a que la transicion de fase esta acompafiada de una ruptura de la simetria de
traslacion, el CM debe contemplar la separacion de la red de sitios en subredes. En lo que
sigue generalizaremos para A-meros, un método que fue usado por Zhdanov [Zhdanov
1991] para calcular la temperatura critica de monémeros y el diagrama de fase en todo el
rango de cubrimiento.

Consideremos un conjunto o cluster de sitios que son vecinos entre si, que estd
embebido en un sistema infinito. Para facilitar los calculos, impondremos una restriccion a
la adsorcion: los &-meros solo podran adsorberse sobre los sitios del cluster. Es decir,
estara prohibido que los entes ocupen a la vez sitios dentro y fuera de este pequefio
sistema. A medida que crezca el tamano del cluster, esta restricciéon deberia ser cada vez
menos importante. Luego, consideraremos explicitamente las interacciones laterales entre
k-meros que se encuentran dentro del cluster, mientras que para introducir la influencia del
entorno se tomara una aproximacion de tipo CM. Finalmente, trabajando en la asamblea
gran canonica, calcularemos el parametro de orden del sistema. Esto nos permitira
encontrar un valor de la temperatura critica.

Comencemos con un cluster lineal de tamafio £ x 1. La figura 4.10 muestra como
ejemplo, los tres sitios que serfan seleccionados para tratar el problema de trimeros.
Notemos que se han elegido aquellos que pertenecen a la subred 1, por lo que el perimetro
estara formado por sitios de la subred complementaria numero 2.

Cluster

Q QO LI
GXoXo)
5o6mom

Figura 4.10. Cluster de tamafio £ x1 para el caso particular de trimeros &£ = 3.

Debido a las restricciones en la adsorcion, en general para cualquier tamafio £, habra sélo
dos estados de ocupacion: el cluster totalmente vacio y el cluster ocupado por un mismo £-
mero.  Las energfas del sistema (cluster) para estas dos configuraciones seran,
respectivamente, H, = 0 y H, = w (2k+2) 6, . Notemos que, debido a las pequefias
dimensiones del cluster, no hay interacciones explicitas entre los £-meros (sélo tenemos un
ente dentro del sistema). Sin embargo, en el dltimo estado se ha considerado la interaccion
de CM, la cual depende de la ocupaciéon media de los sitios perimetrales (que pertenecen a
la subred 2). Esto nos permite en principio escribir la gran funcién de particiéon de este
pequefio sistema

E, =1+ Aexp[-20£+1)0, w/ £,T], 4.17)
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donde nuevamente A es la fugacidad definida como
A=exp(u/#&,T). (4.18)

A partir de (4.17) es facil determinar el cubrimiento medio del cluster:
1
0, =—Aexp[2£+1)0, w/ £, T]. (4.19)
':'1

Por supuesto, también podriamos haber construido nuestro cluster con sitios de la subred
2. Habriamos obtenido

E, =1+Aexp[204+1)0, w/ £,T] (4.20)
y
0, = _iﬂexp [2£+1)6, w/ £, T]. 4.21)

2

Combinando las ecuaciones (4.19) y (4.21) podemos eliminar A, lo cual conduce a la
siguiente relacion:
91(1_92)
=exp|2(k+1)(0,—06,)w/ kT |. 4.22
o (g, P2+ D6 =00/ 4T (422)

Tengamos en cuenta ahora que, para una dado 6, tendremos

: (4.23)

ya que las dos subredes contienen todos los sitios de adsorcion. Por otro lado, vale la pena
considerar nuevamente que el parametro de orden @ pude expresarse simplemente como:

¢0=0-0,. (4.24)
Notemos que aqui no es necesario usar un valor absoluto ni considerar diferentes subredes

(ya han sido consideradas las dos subredes complementarias). A partir de las ecuaciones
(4.23) y (4.24) obtenemos

0,=0 +% 4.25)
y
0,=6 _g , (4.26)

Luego, empleando las dos expresiones anteriores, podemos reescribir la ecuacion (4.22):

(20 +)(2—20 +¢)
(260 -)(2-20 ~0)

=exp[2k+V)Qw/k,T]. 4.27)

La ecuacion anterior es una funciéon implicita, ya que @ aparece en ambos miembros de la
expresion.

Veamos hasta ahora la consistencia de nuestros calculos. La ecuacion (4.23)
simplemente liga los cubrimientos de las dos subredes. Supongamos por un momento que
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0 = 1/2. Entonces, si la fase se arma totalmente sobre la subred 1, tendremos que 0, = 1,
0, = 0y, de acuerdo a (4.24), el parametro de orden serda @ = 1. Como consecuencia de
ello, es facil ver que el lado izquierdo de (4.27) tendera a infinito. La tnica forma que
diverja el término del lado derecho, es que £;T/w — 0 (la fase puede estar armada
completamente en el estado fundamental). Lo mismo sucede si la fase se arma totalmente
sobre la subred 2. En este caso tendremos: 8, = 0,60, =1y ¢ = -1, y el término del lado
derecho de (4.27) sera cero. Nuevamente, la unica forma de anular el término del lado

derecho, es que £;T/w — 0 ya que el exponente es negativo.
Para determinar la temperatura critica, primero debemos despejar en la ecuacion (4.27)

la inversa de la temperatura, y luego tomar el limite con ¢ — 0 :

- 1 1 2 2-2
(kT /w) =—lim L1n| ZOFQEZ0+0)) g
2(k+1) o0 @ | (20—-9)(2—-20—-09)
Usando el teorema de L’hopital para resolver la indeterminacién obtenemos
k. /w=2k+1)0(1-0) CM (£x1). (4.29)

Aunque era de esperar que la ecuaciéon anterior diera valores errados de la temperatura
critica a 8 = 1/2 (lo cual puede verificarse comparando con la tabla 4.1), existia la
esperanza de que al menos predijera cualitativamente la dependencia de £;T./w con el
tamafo £. Sin embargo vemos que, mientras los datos de simulacién muestran un quiebre
para £ = 2, (4.29) predice una dependencia lineal con 4.

Cluster

Figura 4.11. Cluster de tamafio 2 x2 para el caso particular de dimeros £ = 2.

Por supuesto, es de esperar que el estudio de CM sobre un cluster de mayor tamafo,
proporcionara mejores resultados. Veamos un ejemplo mas. La figura 4.11 muestra un
cluster de tamafio 2x2, que usaremos para realizar una aproximaciéon de CM para el caso

particular de dimeros a 6 = 1/2.

@ @ gg@ (d) (e) g:g@ ﬁg)

Figura 4.12. Representacién de las 7 formas de ocupar el cluster de la figura 4.11.
(a) Vacio; (b), (c), (d) y (e) con un solo dimero; (f) y (g) con dos dimeros.

La gran funcién de particion del sistema sera igual a

E=1+A exp(—40, w/ k,T)+exp(—4 60, w/ k,T)+2exp(-2mw/ k,T)]|+

(4.30)
2% exp(—6w/ &,T).
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Todas las configuraciones permitidas necesarias para construir la ecuacién anterior, se
muestran la figura 4.12. Notemos que en el dltimo término de (4.30) se tuvieron en cuenta
explicitamente las interacciones entre los dos dimeros (exactamente dos primeros vecinos
ocupados). Seguidamente, podemos determinar el cubrimiento medio de cada subred:

0, = Zi_{ﬂ [2exp(—46, w/ k£, T)+ 2exp(=2m/ £, T)|+ 447 exp(—6w / £,T)}  (4.31)

0, = Zi:{/l [2exp(=46, w/ £, T)+2exp(=2w / kyT)|+4A% exp(~=6w / £,T)} . (4.32)

Ahora observemos que, a diferencia del CM (£ x 1), aqui no tenemos dos funciones de
particion. Por lo tanto, para eliminar A emplearemos la relacion (4.23). A partir de las
ecuaciones (4.31) y (4.32), y usando el hecho de que 8 = 1/2 obtenemos

A= exp(3w/ 4,T). (4.33)

V2

Esta ultima ecuacion, junto a (4.25) y (4.26), nos permite reescribir la gran funcién de
particiéon (4.30) como

[1]

:2+%/2'ém[exp(2(pw//éﬂ")+exp(—2(PW//éBT)+2]~ (4.34)

Finalmente, a partir de (4.24), (4.31), (4.32), (4.33) y la ecuacién anterior, podemos escribir
la funcién implicita que contiene al parametro de orden:

:%@[exp(wlﬂ//@ﬁ)—exp(—zq’w &) (*3)

Observando la ecuacién (4.35), vemos que no es posible despejar la temperatura.
Entonces, para calcular £;T,/w, usaremos otra metodologfa. Expandiendo el lado derecho
de (4.35) en serie de potencias de ¢p obtenemos

8 kT

_[ B ewr/ ) w/ kT |p+---. (4.36)
2+~/8 exp(w/ k,T,)

Como podemos ver, el primer coeficiente de la expansién contiene a la temperatura critica.

Esto es asi ya que, cada vez que tomamos el limite con ¢ — 0 (necesario para calcular el

coeficiente de la expansiéon), T'— T,.. Por lo tanto, igualando los coeficientes de los
términos de igual potencia en ambos lados de la ecuacién anterior, concluimos que el factor
encerrado entre paréntesis debe ser igual a uno:

248 exp(w/ kT ) =8 exp(w/ b, T.)w/ kT, CM(2x2) para k=2. (4.37)

La relacion anterior es valida dnicamente para dimeros a @ = 1/2. La solucion numérica de
la misma es igual a
kT /w=0,82596... CM(2x2) para k=2. (4.38)
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Como vemos, este valor de temperatura ctitica es inferior a la prediccion de £,T./w = 1,5
dada por la ecuacion (4.29) para un cluster de dimensiéon 2 x 1, pero mayor que el de
simulacion de MC £,T./w = 0,332 (tabla 4.1).

Debemos destacar que hemos efectuado otra simplificaciéon en el estudio de CM
anterior. Observemos que sélo demarcamos dos subredes complementarias. Es decir, nos
hemos olvidado incluso de aquellas que tenfan una direccion transversal a las elegidas.
Dentro de este esquema de CM, no nos ha sido posible idear la forma de integrar toda esta
informacién en un mismo cluster. La razén de ello es que las subredes que tienen distinta
direccion se superponen entre si. Por lo tanto el CM en el perimetro, deberfa estar dado
por los cubrimientos de por ejemplo 4 subredes. La superposicion entre las mismas
conduciria a la relacion 0, = 0, = 0, = 6,. De cumplirse esta restriccion, no habria forma
que la fase se armara en una de las cuatro subredes.

Siguiendo un procedimiento similar al realizado en los dos ejemplos anteriores, se
resolvié el CM sobre clusters de tamafio: £x 2 para £ #2,2kx 1,2k x 2 para k#2y4x2
para £ = 2 (ver los apéndices A.5 - A.8). La figura 4.13 muestra los resultados de todos
estos calculos, comparados con los datos de MC de la tabla 4.1.

30— T T Y T
S A
R e
i e i
2.5 L s
Y o sl
\U 2.0 lj _.;13::6 -
. "o’ _,:;;6' * MC
¥ 154 @ Pl 0 CM (kx 1) 4
{7 <0 CM (kx 2)
10 §A A CM (2K x 1)
Piros <0 CM (2£x 2)
e
0.5 x * i
* *

0.0 ——7— T T — T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
&
Figura 4.13. Comparacién entre los resultados de simulacion de MC y los
calculos de CM para diferentes tamafios de cluster.

Podemos apreciar que el quiebre para £ = 2 en la cutva de simulacion de &, T /w , aparece
unicamente en aquellos clusters cuyo tamafio permite que al menos el dimero pueda
reorientarse (£ x 2y 2k x 2). Para los clusters lineales (£ x 1 y 24 x 1) sélo se aprecia un
crecimiento mondtono con 4. Posiblemente, la capacidad que tienen los 4-meros con & >
1 de orientaciéon en la red, es la responsable del comportamiento observado en la
simulacion.

En la proxima seccion veremos una nueva forma de aproximar £; T, /w. Dicha
aproximacién nos permitird interpretar mejor los resultados analiticos y numéricos
obtenidos anteriormente.

4.4 Criterio de minimizacion de energia libre

En esta seccion desarrollaremos una metodologia que permite aproximar la
temperatura critica [Roma e# a/ 2003b]. El método esta basado en la comparaciéon de la
energfa libre del sistema en dos estados extremos: cuando esta totalmente desordenado y
cuando la fase se encuentra perfectamente ordenada. Comenzaremos dando una
explicacién de los fundamentos de la técnica y luego, como un ejemplo, la aplicaremos al
modelo de Ising. Mas tarde sera usada para aproximar la temperatura critica de £-meros.
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Como es bien conocido, la situaciéon de equilibrio estable de un sistema cerrado en
contacto con un foco calorifico que se encuentra a la temperatura absoluta T, esta
caracterizada por la condicion [Reif 1965]

F=U-TS =minimo, (4.39)

donde nuevamente Uy § son, respectivamente, la energia media y la entropia del sistema.
De acuerdo a (4.39), el sistema preferira aquellos estados que minimicen F. En otros
términos se puede afirmar que, un estado termodinamico con energia libre F’ es mds probable
que otro con energia libre F”, si se cumple que F' < F”.

Un sistema que experimenta una transiciéon de fase del tipo orden-desorden, pasa de un
estado casi fotalmente desordenado, a uno casi totalmente ordenado. El desorden total sélo se
alcanza cuando T — oo, y el de orden total s6lo cuando T'— 0. Estas consideraciones
sugieren como realizar una aproximacioén de la temperatura critica. A pesar que el sistema
no experimenta una transiciéon abrupta pasando de un estado de total desorden a uno de
total orden, la comparacion de la energia libre en estas dos situaciones extremas, podria
darnos una idea de la magnitud de T.

Tomemos como ejemplo al modelo de Ising ferromagnético en dos dimensiones.
Aproximadamente, la transicion de fase en este sistema (magnetizaciébn espontanea)
conecta un estado en el que los espines se encuentran orientados al azar, con uno en el que
todos estan alineados. En lo que sigue comparando ambas energfas libres, determinaremos
a que temperatura sucede la transiciéon. Consideremos el hamiltoniano de Ising sin campo
externo:

Hy==]Yss,. (4.40)

(7.7)

J es la constante de intercambio, s = £1 es la variable de espin y la suma se extiende sobre
los pares de espines primeros vecinos. Suponiendo que la red tiene N espines y
conectividad 9, podemos calcular la energia media y la entropia en los dos estados
extremos:

U'= —%}’] N y  S'=k,In2  (orden) (4.41)

U'=0 y §"=Nkln2. (desorden)  (4.42)

Como vemos, en (4.41) se supuso una fase perfectamente armada y en (4.42) un desorden
total. Por lo tanto, la energia libre por espin de ambos estados a la temperatura Ty en el

limite termodinamico sera:
’

, .. F 1
=lim —=-- orden 4.43
Iy oden) (44
, .. F
/= {lgiﬁ =—k,T'In2. (desorden) (4.44)

Es evidente que el estado de orden (desorden) total es preferido al de desorden (orden)

cuando T'—= 0 (T'— o0). Sin embargo, existe una temperatura para la cual ambas energfas
libres son iguales y que interpretaremos como la temperatura critica:

=1 = T=T, = kI./]=7/In4. (4.45)
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Para ¥y = 4 tenemos que &; T/ | = 2,885 que es muy cercana al valor real de 2,269 [Hill
1986]. En general para un sistema arbitrario, las energfas libres por sitio de red seran
iguales a

fr=d=T5 (orden) (4.406)

= =T, (desorden) (4.47)

donde #’ (#”) y s’ (") son, respectivamente, la energia media y la entropia por sitio de red
en el limite termodinamico para el estado ordenado (desordenado). Como en nuestro
ejemplo, tomaremos como T, la temperatura para la cual las energfas libres (4.46) y (4.47)
son iguales:

” ’
U —u

T, =

(CMF)  (4.48)

” 7"
S =5

Llamaremos a la aproximacioén anterior, Criterio de Minimizacién de la energia libre de
Helmholtz F (CMF).

Apliquemos este método al problema de &-meros a @ = 1/2. Para el estado ordenado
sabemos que la energia media es cero, pues no hay primeros vecinos ocupados. Por otro
lado, la entropia puede calcularse como el logaritmo natural de la degeneraciéon del
fundamental, la cual es igual al nimero total de subredes 44. De alli que

A=0  y = lim 208 (4.49)
M—o0 M
Para el estado desordenado, consideraremos una aproximacion rudimentaria (tipo CM)
para #”. La misma se obtiene suponiendo que la ocupaciéon media de cada uno de los sitios
vecinos a un A&-mero es igual al cubrimiento 6. Para N £&-meros adsorbidos sobre una red
cuadrada de M sitios podemos escribir

E+1

1
W =w—NO[2(k+1)]|=w——86>. 4.50
3; [2(£+1)] P (4.50)
Si ahora tomamos @ = 1/2 tenemos:
” +1
=l (4.51)
44

Las ecuaciones (4.50) y (4.51) en rigor son exactas sélo para monémeros. Sin embargo, la
dependencia con £ que predice dicha expresion, coincide al menos cualitativamente con la
observada en la simulacién de MC. Esto se muestra en la figura 4.14 (a).

Para aproximar la entropia del estado desordenado, se emple6 la ecuacion (2.10) para £
=1, y la aproximacioén de Guggenheim-DiMarzio (2.40) para £ > 1. Para y=4y 0 =1/2
la entropia del estado desordenado por sitio de red en el limite termodinamico es

5"/ ky=1n2 para £=1 (4.52)
J”//éB:iln4/é+lln2+ i+2 In i+i para £>1. (4.53)
2k 2 2k 2 4k 4

En la figura 4.14 (b) se puede apreciar una comparacion entre la prediccion de la entropia
de £-meros a @ = 1/2 dada por las ecuaciones anteriores, y los resultados de MC.
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Figura 4.14. Dependencia de #” y §” con 4 En (a) podemos observar la
comparacién entre el valor de #” obtenido con MC y con (4.51). En (b), se
muestra s~ determinada con MC y con (4.52) y (4.53).

Finalmente, a partir de (4.49), (4.51), (4.52) y (4.53), es posible calcular la temperatura
critica mediante la ecuacion (4.48):

1/1n4=0,721 para £=1

Kolc/w= . (CMF) (4.54
oL/ w (,é+l)/|:21n4/é+2kln2+(6k+2)ln(i+%):| para &> 1 ( ) (4.54)

La figura 4.15 muestra la comparacién entre los resultados de MC, CM y CMF. Vemos que
CMF ecuaciéon (4.54), presenta un comportamiento cualitativamente similar al de
simulacion y es nuestra mejor aproximacion de la temperatura critica de MC. A su vez, esta
solucion nos permitira a continuacion interpretar el quiebre observado para £ = 2.

30— 0 T T Ty T
T A
e
2.5 P T
,'D ,.-:%'
>~ 2.0 = _.;:3::6 9
~ o’ A SO
@ T o
IS T R A o 1
O
1 é o * MC
1O o -Q 0 CM (kx1)
e -
N <0 CM (£ x 2)
05Kk R X *x <t CM 2k x 1) |
. " <0 CM 2k x 2)
-0+ CMF
OO T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.15. Comparacion entre los resultados de simulacién de MC, los célculos
de CM para diferentes tamafios de cluster y la aproximacién CMF.

Como se sugiri6 al final de la seccion anterior, la capacidad que tienen los £-meros con
4 > 1 de orientacion en la red, podria ser la responsable del comportamiento observado en
la simulacién. La aproximacion CMF confirma esta suposicion. Veamos por qué. Segun
(4.48), la temperatura a la que sucede la transicién, depende directamente de la diferencia

Au entre las energfas del estado desordenado y el ordenado. Esta relacion directa no
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expresa mas que la competencia entre el desorden térmico y la tendencia del sistema a

minimizar su energfa. En otras palabras, a medida que aumenta A# (por ejemplo variando
un parametro como el tamafo £) serd necesario incrementar la temperatura para
desordenar la fase. Por otro lado, la ecuacion (4.48) también dice que hay una relacion
inversa entre T y la diferencia de entropia As entre el estado desordenado y el ordenado.
Esto de alguna forma también expresa la competencia entre el desorden térmico y la
tendencia del sistema a aumentar su entropia.

Por supuesto, ninguno de estos dos analisis por separado son suficientes: de acuerdo a
(4.48) la temperatura critica dependera de un balance preciso entre Az y As. El
comportamiento de T, con £ ahora puede ser facilmente explicado. Como hemos visto,
todas las fases ordenadas estan caracterizadas por una energia libre por sitio de red igual a
cero. Por ende, lo tnico que importa es la energia y la entropia del estado desordenado.
Para £ =1, 27 = 05wy 57 = 0,693k5 Y para £ =2, #” = 0,326wy s = 0,635k;. Estos
valores nos dicen que hay una disminucién importante de la energia al pasar de
monoémeros a dimeros, mientras que la entropia no sufre mayores cambios. De acuerdo a
(4.48), esto origina una temperatura critica menor para £ = 2.

Esta disminucién de la energia se debe fundamentalmente a que, 2 @ = 1/2 y para un
mismo tamafio de red, el nimero de dimeros es la mitad del de mondémero
(aproximadamente la energfa deberfa ser proporcional al nimero de entes). La unica forma
que tendria el sistema para compensar esta caida, serfa duplicando el perimetro de los entes
al pasar de £ =1 a £ = 2. Esto no sucede ya que la cantidad de primeros vecinos es 4 para
un monémero y sélo 6 para un dimero. Por lo tanto, el efecto neto del incremento de
tamafio es una caida de #” al pasar de £ = 1 a £ = 2. La entropia también deberia sufrir
una disminucion debido a que el numero de dimeros es la mitad del de monémeros. Sin
embargo, dicho efecto es casi totalmente compensado por la capacidad que tienen los
dimeros para orientarse en la red (en una red cuadrada esto representa un factor de 2™ ).
Por lo tanto podemos decir que, energéticamente, la fase de monémeros es mas estable que
la de dimeros.

Como hemos visto anteriormente, esta caida de la temperatura critica se revierte y, a
partir de £ = 2 comienza un crecimiento monétono de T,.. La explicacién se encuentra
nuevamente haciendo una andlisis de lo que sucede con Ay As. Para £ =3, %"= 0281wy
5= 0,462/, Comparando estos valores con los correspondientes para £ = 2, vemos que
ahora también la entropfa ha comenzado a caer. La razén de ello se debe exclusivamente a

que hay un numero infetior de trimeros frente al de dimeros (a @ = 1/2 y para un mismo
tamafio de red). Ya no es posible compensar esta caida, pues ambos entes pueden
orientarse en la red. Luego, considerando que el cambio energético no es muy importante
(aunque el numero de entes disminuye, la caida es casi compensada por el incremento en el
perimetro) frente al de la entropfa, vemos que la temperatura critica debe aumentar.
Observando las figuras 4.14 (a) y (b), vemos que a partir de £ = 3 la energia #” tiende a
estabilizarse mientras la entropia continda su disminucién. Como consecuencia, la
temperatura critica sigue aumentando segun se incrementa de 4.

Hagamos unas consideraciones finales. Todo lo discutido en esta seccién, no encierra
mas fisica que la conocida tendencia que tiene un sistema cerrado a minimizar su energfa
libre. Dicha caracteristica ha sido usada para construir la expresion (4.48). Esta ecuacion
no so6lo nos proporciona una forma elegante de calcular la temperatura a la cual sucede una
transicion de fase orden-desorden. También nos permite explicar en términos sencillos, las
variaciones del valor de T, como consecuencia de cambios en los parametros del sistema
(en este caso, el tamafo £). Sin embargo debemos tener cuidado que, al igual que el CM,
(4.48) predice incorrectamente la existencia de una transiciéon a una temperatura finita en
sistemas que no la tienen. Tal es el caso de los modelos unidimensionales. Por lo tanto, su
utilidad quedaria restringida al tipo de predicciones realizadas en este trabajo.
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4.5 Exponentes criticos

En esta seccion comenzaremos el estudio de los exponentes que caracterizan el
comportamiento del sistema en la cercanias del punto critico. Partiremos haciendo un
breve repaso de esta tematica, y luego intentaremos obtener informacién a partir de las
soluciones de CM.

El estudio moderno de las transiciones de fase continuas, esta intimamente ligado a los
exponentes criticos [Stanley 1971; Yeomans 1992]. Definamos en forma precisa tales
cantidades. Es un hecho experimental que, en las cercanfas del punto critico, el
comportamiento de una determinada funcién termodinamica B, esta dado por

B~¢", (4.55)
donde € es la temperatura reducida:
£= Il . (4.506)
TC

El exponente 7T se denomina exponente de punto critico. Notemos que hemos usado el simbolo

~ para representar la dependencia de B con la variable adimensional €& Esto no implica
una igualdad. Mas precisamente indica una funcionalidad del tipo

B=ae" (14+a,€" +--) (4.57)

donde, para € — 0, el primer término es el dominante y los restantes, que se encuentran
encerrados entre paréntesis, son una correccion que en principio puede ser despreciada en
las cercanias del punto critico. Esto implica que una definiciéon adecuada del exponente
critico es
7t =lim M (4.58)
e=0lne

Cada funcién termodinamica tiene asociado un exponente critico. En particular
estaremos interesados en estas cuatro:

Cy ~e[™, (4.59)
2, ~ e[, (4.60)
&~lel” (4.61)
y
¢~ (—¢)f £<0. (4.62)

Aqui o, Yy V nos dicen como divergen, respectivamente, la capacidad calorifica, la
susceptibilidad y la longitud de correlacién €. Por otro lado, B indica que tan rapido crece
el parametro de orden @, cuando 1" < T,. El valor absoluto introducido en alguna de las
expresiones anteriores se debe a que, de acuerdo a las predicciones de la Teoria de Escaleo
Estatico, para una funcién termodinamica el exponente que domina el comportamiento
cuando nos acercamos al punto critico desde una temperatura inferior a T, es el mismo
que cuando arribamos desde una temperatura mayor [Stanley 1971; Nieto 1998] (esto no es
necesario para el parametro de orden, ya que ¢ = 0 para €2 0).

Los exponentes ctiticos, y en especial o, 8, ¥ y V, son las cantidades que mejor
caracterizan al sistema, incluso mas que la temperatura critica. Mientras que T, depende
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por ejemplo, del tipo de interacciones entre las particulas (o, como hemos visto
anteriormente, del tamafio £), los exponentes criticos tienen un alto grado de wniversalidad,
que depende de un nimero muy reducido de parametros: para modelos con interacciones
de corto alcance, estos son la dimensién del espacio ¢y la simetria del parametro de orden

[Nieto 1998]. La tabla 4.2 muestra los valores reportados de ¢, B, ¥ y V, para diferentes
sistemas. Comunmente, la universalidad se rotula con el nombre del modelo mas simple

que pertenece a ella o el primero que fue estudiado.

Universalidad o B Y v
Ising d =2 O(log) 1/8 7/4 1
Ising d =3 0,10 0,33 1,24 0,63
Modelo X-Y,d=2 0,01 0,34 1,30 0,66
Campo Medio 0(dis) 1/2 1 1/2
Pottsq=3,d=2 1/3 1/9 13/9 5/6
Pottsq=4,d=2 2/3 1/12 7/6 2/3

Tabla 4.2. Exponentes criticos de las universalidades mas conocidas.

En la tabla anterior los exponentes de campo medio, son aquellos que se obtienen
analiticamente a partir de soluciones de este tipo para sistemas ferromagnéticos o, por
ejemplo, para la teorfa de van der Vaals. Aunque en nuestro caso el CM fue realizado
sobre clusters de diferentes formas y tamafios, veremos a continuaciéon que al menos el
exponente 3 sigue siendo 1/2.

La expresion implicita del parametro de orden para el CM £ x 1, ecuacién (4.27), en el
caso particular de 8 = 1/2 y considerando que la temperatura critica esta dada por (4.29),
puede ser escrita como

A+0) _ o[4g/T
(1- )’ exp[49/T,],

(4.63)

donde T, =T/ T, .

realizando un expansién en serie de potencias de @ en el lado izquierdo, obtenemos el
siguiente desarrollo:

Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de (4.63) y

In(1+@)—In(1-@)=2¢ /T,

—— Q= —— @ = — -+ P+—Q + =P+ +—@Q +-- =20 /T,
¢ 2§0 3‘P 4§0 5§0 ¢ Z‘P 3§0 4§0 S(P ¢/ T,

1, 1 ., 1
+=@ " +=@ " +=¢@" +---=1/T,
3(P 590 790 0

3 3 T,
N+=@* +=¢" +--- [=3(-e)—=. 4.64
(0( 5(P 7€0 ) ( )T (4.04)

En la ecuacién anterior hemos extraido el término ¢ *, ya que domina el lado izquierdo de
la expresion (debido a que @ < 1 el exponente que domina es el mas pequefo). Por lo
tanto, a partir de (4.64) comprobamos que § = 1/2:

p~-(-&)"”?  B=1/2. (4.65)

81



Notemos que este resultado no depende de 4. El resultado anterior también se verifica
numéricamente para cada uno de los cluster de CM usados.

4.6 Calculo de los exponentes criticos usando simulacion de MC

Como hemos hecho referencia al comienzo de este capitulo, el modelo que estamos
estudiando es idéntico al de Ising con enlaces antiferromagnéticos para £ = 1. Por lo tanto,
se espera que los exponentes criticos calculados en simulacién para mondémeros, sean
iguales a los mostrados en la tabla 4.2 para la universalidad de Ising en dos dimensiones.
Por otro lado, existen razones para pensar que no es posible generalizar este resultado para
# > 1. De hecho, si comparamos las figuras 4.5 y 4.6 vemos que, a pesar que en ambas
fases hay una pérdida de simetria de traslacion, la estructura de dimeros incorpora ademas
una nueva caracteristica: una vez que se ha producido la transicién, hay una direccion
privilegiada en la cual se orientan la mayoria de los entes sobre la red (supongamos que
estamos a 0 < T < T,). Esta pérdida de simetria de orientacion de los dimeros, es compartida
por los A-meros con £ > 1y al menos a @ = 1/2 (por ejemplo, también se pierde esta
simettfa para la fase de dimeros a @ = 2/3). Este es el principal motivo que ha impulsado
a estudiar en detalle la universalidad de la transiciéon para £ > 1 en la red cuadrada de sitios
[Roma ez al. 2005d].

Comenzaremos mostrando la forma usual de calcular @, B, ¥ y V en una simulacién de
MC. Tomaremos como ejemplo el caso de monémeros, para el cual conocemos en forma
exacta los valores de los exponentes criticos. Esto nos permitira darnos una idea del grado
de exactitud, con que se cumplen las hipotesis de escaleo de tamafio finito [Binder 1984;
Privman 1990; Nieto 1998] en una simulacion de MC. Posteriormente, calcularemos los
exponentes para £ = 2, 3 y 4. Como veremos, serd necesario introducir un nuevo
parametro de orden para completar este estudio.

Como sabemos, una transicion de fase sélo puede ocurrir en el limite termodinamico.
Para un sistema de tamafio finito, tanto la funcién de particion como cualquiera de las
cantidades termodinamicas son analiticas. En principio esto serfa un gran problema para la
simulacién de MC, ya que el tamafio maximo de red que nosotros podemos estudiar ronda
los 10’ sitios. Sin embargo, la teoria de Escaleo de Tamafio Finito (ETF) [Binder 1984;
Privman 1990; Nieto 1998] describe el comportamiento de las cantidades fisicas a medida
que L. — oo, y nos ensefla a determinar tanto la temperatura critica como los exponentes
criticos. Un caso especial ya fue empleado en la seccion 4.2: el cruce de los cumulantes de
Binder es suficiente para calcular T,. Ahora nosotros estamos interesados en ir mas alld.
Para determinar los exponentes criticos en simulacion, nos basaremos en las siguientes
relaciones de escaleo:

Cy=L""C, (eL), (4.66)

p=L""p(e L), (4.67)

X =L"7,(eL") (4.68)

' Y, =%,(eL"). (4.69)

Aqui cada una de las funciones C),, @, ¥, v ¥,, se denomina funcién universal de

escaleo de la cantidad a la que esta asociada. Las ecuaciones anteriores nos dicen algo muy
importante: si calculamos una dada cantidad en funcién de la temperatura para diferentes
tamafios de red, todas estas curvas deberian colapsar en una sola (la funcién universal), si
corrigiéramos adecuadamente los ejes. Por ejemplo, observando (4.66) vemos que, si

graficamos para cada L. la capacidad calorifica C,, multiplicada por I. ¥V versus la
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. . . 1/v , .
temperatura reducida € multiplicada por """, entonces todas las curvas deberfan ser igual
a C,,la cual no depende del tamafio de red. Por lo tanto, uno de los caminos para
determinar los exponentes criticos en simulacién, consiste en encontrar el mejor conjunto

de valores que permite colapsar las cantidades calculadas.
Las figuras 4.16 (a), (b), (¢) y (d) muestran, respectivamente, los calculos de simulaciéon

de MC de la capacidad calorifica, el parametro de orden @, la susceptibilidad y el cumulante
de Binder para el caso de monémerosa 60 = 1/2.
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Figura 4.16. Datos de simulacién de MC para £ = 1. (a) Capacidad calorifica, (b)

parametro de orden ¢, (c) susceptibilidad y (d) cumulante de Binder.

CY

Como podemos apreciar, a medida que el tamafio del sistema aumenta, C), exhibe la
formacién de un maximo que se torna cada vez mas agudo. Soélo en el limite
termodinamico este se convertira en una divergencia logaritmica. Lo mismo sucede con la
susceptibilidad, salvo que en este caso y, — o con un exponente distinto de cero. Por
otro lado, podemos ver que el parametro de orden no se comporta como uno esperaria.
Por definicion, cuando € > 0 (T'> T,) deberfamos esperar que ¢ = 0y para €< 0 (T'<T))
que @ > 0. En particular a T'= 0, la fase deberfa estar armada sin imperfecciones por lo
que @ = 1 (esto dltimo es cierto sélo a cubtrimiento 1/2). Lo unico que no se cumple para
un sistema de tamano finito, es que el parametro de orden no es cero para T'> T, . Esto es
una consecuencia del valor absoluto con el que se definié @, ecuacién (4.10). Sin embargo
podemos ver en la figura 4.16 (b) que, a medida que crece el tamano de la red, el parametro
de orden comienza a comportarse de la manera esperada. Por dltimo, nuevamente
podemos apreciar que los cumulantes de Binder muestran un cruce a la temperatura critica
del sistema (esta figura es idéntica a la 4.9 (a)).
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Figura 4.17. Colapso de los datos de simulacién de MC para £ = 1. (a)

Capacidad calorifica, (b) parametro de orden ¢, (c) susceptibilidad y (d)
cumulante de Binder.

A continuacion, las figuras 4.17 (a), (b), (c) y (d), muestran el colapso de las curvas de
monomeros para, respectivamente, la capacidad calorifica, el parametro de orden, la
susceptibilidad y el cumulante de Binder. Este ha sido realizado teniendo en cuenta las
relaciones (4.60) a (4.69). De hecho, lo que se muestra en dichas figuras es la forma de la
funcién universal de escaleo para cada una de las cantidades consideradas. El colapso fue
realizado usando los valores exactos de los exponentes criticos, lo cuales estan dados en la
tabla 4.2 (universalidad de Ising 4 = 2).

Un caso muy especial lo constituye el colapso de la capacidad calorifica. Para esta

cantidad termodindmica tenemos que & = 0. Un exponente igual a cero estd asociado a
una divergencia tipo cuspide o, como sucede aqui, a una divergencia logaritmica [Stanley
1971]. Este comportamiento se ve corroborado en la grafica insertada en la figura 4.17 (a),
la cual muestra la tendencia hacia el limite termodinamico del maximo de la capacidad
calorifica Cy; ... Por lo tanto, para lograr el colapso es necesario dividir el eje vertical por
esta ley logaritmica y multiplicar el horizontal por el tamafio lineal L (recordemos que para
esta universalidad v = 1). Como podemos apreciar, el resultado de tal proceso muestra que

C,; colapsa adecuadamente sélo para un segmento muy pequefio entorno a € = 0. Por otro
lado, un mejor colapso se observa para el resto de las cantidades a medida que crece L.

Los colapsos mostrados en las figuras 4.17 constituyen la evidencia numérica de la
validez de la teorfa ETF. No debemos esperar una corroboracién perfecta, pues las
correcciones de tamafo finito introducen desviaciones del comportamiento esperado. En
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algunos casos estas pueden ser considerables, como las exhibidas por la capacidad
calorifica. Y en otros casi despreciables, como lo muestra el colapso de la susceptibilidad.
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Figura 4.18. Escaleo de la inversa de la temperatura critica con el tamafio L del
sistema para £ = 1.

Como hemos sefialado anteriormente, la transicion de fase sucede sélo en el limite
termodinamico. Aunque un sistema finito siempre es ergodico, podemos definir T (L)
como la zemperatura critica para un dado tamafio L, la cual es evidenciada por un cambio en
el comportamiento de una dada cantidad fisica. Por ejemplo, para la capacidad calorifica, la
temperatura a la que sucede el maximo C; ., marca T, (L). Esto es igualmente aplicable

para el maximo de la susceptibilidad Y., , y para los puntos de inflexiéon del parametro de
orden y su cumulante versus la inversa de la temperatura: (dQ/dK),.. v (d¥¢/dK) 0 »
respectivamente, donde K = w/£,T es la inversa de la temperatura. Segun la teotrfa ETF,
para cada una de estas cantidades K. (L) sigue la ley de escaleo [Nieto 1998; Ramirez-Pastor
1998a]:

Ko(L)=K () +B, L, (4.70)

donde K, (o) es la temperatura critica en el limite termodinamico y B, una constante de
caracter no universal. La figura 4.18 muestra el escaleo de K (L) para las cuatro cantidades
mencionadas. Como podemos apreciar, para el exponente V = 1 se observa que todas las
curvas tienden hacia una misma ordenada al origen de aproximadamente 1,764 (=1/0,567).
Si se conoce el valor de V, la ecuacién (4.70) es otra forma de determinar la temperatura
critica del sistema.

A continuacién, calcularemos los exponentes criticos de dimeros. Durante mucho
tiempo uno de los principales obstaculos que impedia realizar esta tarea, lo constituia el
parametro de orden. Como se hizo notar oportunamente en la figura 4.9 (b), el corte de los
cumulantes de @ no es muy preciso para £ = 2. Esto sugiere que existen importantes
correcciones de tamafio finito que afectan a dicho parametro de orden. Como la mayorfa
de las cantidades necesarias para determinar los exponentes criticos se encuentran
vinculadas a @ (el parametro de orden mismo, su susceptibilidad y su cumulante), es vital
encontrar una soluciéon a este problema. Entonces, regresemos momentaneamente a las
consideraciones realizadas en la seccion 4.2.

Recordemos que el parametro de orden ¢ para £ > 1, fue construido teniendo en
cuenta cada una de las 44 subredes existentes. Como se hizo notar oportunamente, era
indispensable que esta funcion nos permitiera identificar las cuencas ergddicas del sistema.
De hecho para T'< T, , los términos que componen la ecuaciéon (4.13), toman valores que
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en conjunto permiten precisar la subred sobre la que se ha depositado la fase de &-meros

(aunque esta tenga imperfecciones). Sin embargo, @ se construyé como una suma sobre el
valor absoluto de esos términos. Como consecuencia, la informaciéon detallada que
tenfamos se sacrific para obtener una funcién cuyo comportamiento fuese muy simple: en
el limite termodinamico, para T'> T @ =0y para T< T, ¢ > 0. Es decir, aunque en una
primera etapa es vital que seamos capaces de describir en detalle el paisaje ergédico, en la
practica no es necesario que el parametro de orden que finalmente sera utilizado para
determinar Ty los exponentes criticos, pueda darnos toda esa informacion.

Con esto en mente es posible construir una nueva funcién ain mas simple que @.
Consideremos nuevamente que, la formacion de la fase de A-meros para £ > 1 no sélo
implica la ruptura en la simetria de traslacion. También es afectada la simetria de
orientaciéon de los entes que forman el sistema. Como discutimos anteriormente, esta
cualidad que aparece al aumentar el tamafo de las particulas, en parte es la responsable del
comportamiento peculiar de la temperatura critica con el tamafo 4. Si analizamos la figura
4.7, podemos ver que las 4£& subredes pueden separarse en dos grupos de acuerdo a su
orientaciéon. Por lo tanto, si no estamos interesados en describir en detalle la separacion
ergodica del espacio fase, bastarfa con un parametro de orden que nos dijera el grado de
orden orientacional del conjunto de A-meros. Definamos N, y IN, como, respectivamente,
el numero de entes que tienen una orientaciéon vertical y horizontal (por llamar de algin
modo a estas dos direcciones). Entonces, un nuevo parimetro de orden & puede ser
definido como [Roma ez a/. 2005d]

o :‘—Nﬂ;\]ﬁ : 4.71)

donde por supuesto N, + N, = N. Notemos que en promedio el interior del valor
absoluto de (4.71), necesariamente tiene que ser cero para ' > T, (siempre en el limite
termodinamico). De otra forma, el sistema tendria una orientaciéon preferencial. Luego,
para T < T, debemos tener que & > 0, ya que la fase se habrd comenzado a armar sobre
alguna de las subredes del sistema. En particular, por definicién a T= 0, § = 1 (todos los
entes tendran una misma orientacion). Este comportamiento del parametro de orden, es
suficiente para describir la transicion de fase de £-meros exclusivamente para £ > 1.

Las figuras 4.19 (a), (b), (¢) y (d) muestran, respectivamente, los calculos de simulacion
de MC de la capacidad calotifica, parametro de orden &, su susceptibilidad y su cumulante

de Binder para el caso de dimeros a 8 = 1/2. Notemos que (4.71) es mds que una funcién
sencilla de las variables del sistema. Comparando las figuras 4.9 (b) y 4.19 (d) vemos que,
las correcciones de tamafio finito que afectan al calculo del cumulante de ¢ , parecen no
estar presente cuando es usado el parametro de orden 8. De hecho, un punto de cruce tan
estable como el observado para el cumulante de monémero, ahora es obtenido para
dimeros. Esto nos permitira calcular en detalle el valor de los exponentes criticos del
sistema.

A continuacion, las figuras 4.20 (a), (b), (c) y (d), muestran el colapso de las curvas de
dimeros para, respectivamente, la capacidad calorifica, el parimetro de orden & , la
susceptibilidad y el cumulante de Binder. Por otro lado, la figura 4.21 muestra como
escalea la inversa de la temperatura critica con el tamano del sistema. Aunque estas graficas
son equivalentes a las figuras 4.17 y 4.18 de mondmeros, el proceso con el que se
obtuvieron fue diferente. Mientras que anteriormente nuestro propésito fue el de probar y
observar el grado de exactitud con el que se podia colapsar las curvas de simulaciéon de MC
para £ = 1, ahora nuestro trabajo consistié en obtener los exponentes criticos para el caso
de dimeros.

Una serie de pasos pueden ser realizados en forma sistematica para obtener una
temperatura critica y un conjunto de exponentes criticos. Por ejemplo, una posibilidad
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consiste en calcular primero el valor de T a partir del cruce de cumulantes de Binder,

figura 4.19 (d). A continuacioén, V puede determinarse buscando el wejor colapso de Ws ,
figura 4.20 (d), ya que el mismo es afectado sélo por este exponente critico. Luego, el
proceso continua para el resto de las cantidades hasta obtener valores de ¢, By ytal que los
colapsos de, respectivamente, la capacidad calorifica, el parametro de orden y su
susceptibilidad, sean lo mejor posible. Una vez concluida esta etapa, es posible constatar
que habremos conseguido que alguna de estas cantidades colapsen mejor que otras. De alli
que es propicio modificar levemente los valores obtenidos, hasta lograr repartir estas cargas
en forma aproximadamente equitativa.
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Figura 4.19. Datos de simulacién de MC para £ = 2. (a) Capacidad calorifica, (b)
pardmetro de orden 9, (c) susceptibilidad y (d) cumulante de Binder.

Aunque el proceso descripto anteriormente no es riguroso (por ejemplo no hemos
cuantificado que es un buen colapso), en la practica seguir un camino mas formal conduce a

valores de exponentes que logran un colapso de menor calidad. Por ejemplo, en principio
V puede determinarse observando como escalea con el tamafio el punto de inflexién del
cumulante versus la inversa de la temperatura, (?¥s/dK),,... De acuerdo a la teoria ETF
tenemos que [Nieto 1998]:
s
dK

1/v

(4.72)

Luego, el resto de los exponentes pueden determinarse en forma similar:
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Cl\/lmax - La/v > (4.73)
O oo (4.74)
dK max
y
X(smax - o * (475)

Los valores obtenidos suelen mostrar una inconsistencia. Aunque V permite colapsar muy
bien las curvas de cumulantes, para la capacidad calorifica y la susceptibilidad, el colapso es
mas pobre y se observa un corrimiento sistematico de los maximos. ILa solucién consiste
en corregir levemente el valor del exponente V hasta alcanzar que todas las curvas se
encuentren centradas.

B/v =2 v y=4
o /v | i 5L yv
CML k=2yr=4
0.04 1 E 14 0 ADRRX i
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Figura 4.20. Colapso de los datos de simulacién de MC para £ = 2. (a)
Capacidad calorifica, (b) patimetro de orden &, (c) susceptibilidad y (d)

cumulante de Binder.

Dichos cambios afectan muy poco el colapso de los cumulantes. El motivo por el cual las
leyes de escaleo (4.72) a (4.75) conducen a estas pequefas inconsistencias, se debe a que la
transicion de fase orden-desorden se desarrolla en un intervalo muy estrecho de
temperatura. Por lo tanto, las graficas para £ = 2 mostrados en las figuras 4.20 (a), (b), (c) y
(d), asi como los valores de los exponentes ctiticos o = 0,93(3), = 0,02(1), y=1,143) y v
= 0,53(1), fueron obtenidos siguiendo un proceso basado en la optimizaciéon de los
colapsos de cada una de las cantidades medidas. En este contexto, la figura 4.21 muestra
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una corroboracién de que el valor de V es el adecuado (por ejemplo, de haber tomado v =
1, no hubiésemos obtenido una recta tan perfecta).

3.05 T T T T T T T T T T
KC(L) /K(j(oo)::’),OOQ k=2y y=4
-
3.00 $-
v =0,53(1)
.":.qu
295_ .- .:::::::?:::::__ T
290— | | C]\,I -":f:f::::!:::“ .
® % ’
2.85 A5 :
L 0
2.80 T T T T T T T T T T —
0.000  0.001 0.002  0.003  0.004 0.005  0.006
L- 1/v

Figura 4.21. Escaleo de la inversa de la temperatura critica con el tamafio L del
sistema para £ = 2.

Como ya es evidente, los valores de los exponentes criticos difieren sustancialmente de
la universalidad de Ising en dos dimensiones. De hecho, si son comparados con los
reportados en la tabla 4.2 (para d = 2), podemos suponer que estamos ante una nzueva clase de
universalidad. Esta sugerencia se ve fortalecida por el hecho de que hay estudios de la
clasificaciéon de las transiciones orden-desorden en superficies, que muestran que los
modelos pertenecen solo a un punado de clases de universalidad [Schick 1981] (las cuales
se reportan en la tabla 4.2).

Un estudio similar fue realizado para trimeros y tetrameros, usando el nuevo parametro
de orden 6. Los resultados se muestran en las figuras 4.22 a 4.25. La tabla 4.3 compila los
valores de los exponentes ctiticos, asi como los valores recalculados de £,T./w
(recordemos que en la seccién 4.2 ya habiamos obtenido la temperatura critica usando el
parametro de orden @) [Roma e a/. 2005d].

o B y v T /w | ¥
O(log) 1/8 7/4 1 0,567296 0,615
0,933) | 0,021) | 1,143) | 0,53(1) |03323(1)| 0,645
0,803) | 0,03(1) | 1,16(3) | 0,54(1) | 0,4061(1)| 0,638
0,804 | 0,021) | 1,143) | 0,53(2) |0,4853(2)| 0,649

Tabla 4.3. Exponentes criticos de £-meros calculados con simulacién de MC.

O~

Podemos observar que la incorporacion del nuevo parametro de orden, produjo entre otras
cosas una temperatura critica con un error menor al reportado en la tabla 4.1. Los
exponentes entre £ = 2y £ = 4 muestran ser iguales dentro del error de simulaciéon. Esto
hace pensar en que la nueva universalidad engloba a todos los sistema con & = 2. Este
resultado esta restringido a la red cuadrada de sitios. Es de esperar que sobre otras
geometrias y dimensiones del espacio, puedan existir nuevas clases de universalidad. En
realidad, los datos de simulaciéon no permiten distinguir si los exponentes criticos son los
mismos para £ = 2, o si la dependencia con £ es muy pequefa. Estudios futuros podrian
aclarar este punto.
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Figura 4.25. Colapso de los datos de simulacién de MC para £ = 4.
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Por ultimo, podemos verificar que los exponentes reportados en la tabla 4.3 para cada
tamano &, satisfacen dentro del error de simulacion las desigualdades de Rushbrooke

a+2B+y=2 (4.70)
y Josephson
av+oaz2. 4.77)

Es de destacar, que para £ = 2y £ = 3 la ecuacién (4.76) no se cumple como una igualdad
(dentro del error de simulacion).

4.7 Sumario

En este ultimo capitulo, hemos estudiado un modelo de £-meros lineales con
interacciones repulsivas de corto alcance, sobre la red cuadrada de sitios. En primer lugar
se obtuvo con simulacién de MC la temperatura critica en el rango £ =1 a £ = 5. Esta
curva muestra un quiebre para £ = 2. Luego, usando calculos de CM para clusters de
distintos tamafios y la aproximaciéon CMF, se determindé que la causa de este
comportamiento se debe a que para £ > 1 los entes son capaces de orientarse en la red. Un
balance delicado entre la energia media y la entropia del estado desordenado, gobierna el
valor de la temperatura critica.

Finalmente, incorporando un nuevo parametro de orden que tiene en cuenta la ruptura
de la simetria de orientacion de la fase para £ > 1, se calcularon los exponentes criticos del
sistema. Los resultados muestran la existencia para £ > 1, de una nueva clase de
universalidad diferente a la de Ising en dos dimensiones.
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Conclusiones y perspectivas futuras

En este trabajo hemos estudiado tres modelos de gas de red de adsorcion de moléculas
poliatémicas sobre superficies homogéneas. En un comienzo nos interesamos soélo en la
influencia del tamafio del adsorbato en el numero de configuraciones accesibles del sistema.
Esto se tradujo en el estudio de las isotermas de adsorcién en monocapa y de la entropia de
k-meros lineales adsorbidos sobre redes de tres geometrias diferentes: hexagonal, cuadrada
y triangular. Dicho analisis se realizé teniendo en cuenta soluciones analiticas reportadas
en la literatura, tales como FH y GD, y nuevas aproximaciones desarrolladas en este trabajo
de tesis: FHL, EU, BO, CV y EF. A su vez, se efectud simulacion de MC en la asamblea
gran canoénica para determinar el grado de exactitud que tienen estas isotermas analiticas.
Se concluyé que la mayorfa de ellas son buenas aproximaciones para valores de £
pequenos. Para tamafios de adsorbato mayores, se propuso una isoterma semiempirica SE
la cual acuerda muy bien con los datos numéricos hasta aproximadamente & = 8.

El motivo por el cual nos interesamos sélo en la parte configuracional del problema, se
debe a que este es el mayor obstaculo a vencer cuando se pretende hacer un estudio que
incluya interacciones laterales. De hecho, frecuentemente la forma de realizar dicho
analisis, consiste en proponer una funcién de particion que sea simplemente un producto
de un factor configuracional y un término de CM. En el caso de interacciones atractivas,
esto da buenos resultados. La diferencia entre dos aproximaciones de este tipo, la marcara
fundamentalmente el grado de exactitud del factor configuracional (que es equivalente a la
isoterma de adsorcidon sin interacciones laterales). Por este motivo nuestro trabajo se
centré en este ultimo punto. En el futuro, con la ayuda de todas estas aproximaciones,
esperamos explorar aun mas la influencia de las interacciones laterales atractivas. Esto nos
permitird realizar una comparacién con diversos resultados de simulacion de MC
reportados en la literatura [Rzysko and Boréwko 2002a, 200b; Boréwko e al. 2004].

Por otro lado, es bien conocido que el modelo de BET es ampliamente usado para
analizar procesos de adsorcion en multicapa. Como hicimos notar en la introduccién de
este trabajo, esta teorfa supone entre otras cosas, que el adsorbato es de caracter
monoatémico. Nuestra tarea consistié en generalizar dicho modelo para incluir multiple
ocupacion de sitios. Con la intencion de mantener la simplicidad, en este primer estudio
hemos despreciado las interacciones laterales y la heterogeneidad de la red. Ello nos
permitié encontrar una soluciéon unidimensional exacta para este modelo de adsorcion de
k-meros en multicapa. A su vez, diversas aproximaciones analiticas en dos dimensiones y
simulacion de MC fueron realizadas para estudiar este proceso sobre las redes hexagonal,
cuadrada y triangular.

Los resultados de nuestro trabajo muestran que la influencia del tamafio del adsorbato,
provoca que las isotermas se comporten de forma cualitativamente similar a los datos
experimentales. Mas precisamente, mientras que BET predice que para un grafico de
(/py)/ v (1- p/py)] vetsus p/p, las isotermas tienen que ser lineales, tanto los experimentos
como las soluciones analiticas y la simulacién de MC para modelos de gas de red de 4-
meros, muestran lo contrario. Por supuesto, estas desviaciones pueden tener diversos
origenes. Por un lado, a altas presiones o cuando se han formado multicapas, esperamos
que cualquier modelo de gas de red comience a fallar. Esto se debe a que el mecanismo de
adsorciéon que domina en dicho proceso, se basa en que las moléculas de adsorbato se
comportan aproximadamente como si estuvieran en el seno de la fase liquida del gas. Esta
teorfa propuesta originalmente por Frenkel [Frenkel 1946], fue desarrollada mas tarde por
Halsey [Halsey 1948] y por Hill [Hill 1952].

Sin embargo, incluso a muy bajas presiones es observada una desviacién con respecto a
la linealidad.  Frecuentemente, este comportamiento se atribuye a la presencia de
microporosidad en la superficie. Sin embargo, otras causas probables son las interacciones
laterales y la heterogeneidad superficial [Rudzinski and Everett 1992]. Nuestro estudio de
adsorciéon en multicapa, ha pretendido iniciar un nuevo andlisis sistematico de este
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fenémeno fisico. La intencion fue simplemente observar cual es la influencia del tamafio
del adsorbato en el desarrollo de este proceso. Por lo tanto, en esta primera etapa fue
necesario despreciar el resto de las interacciones (laterales y con la superficie). En un
futuro pretendemos identificar, por medio de ejercicios numéricos y aproximaciones
analiticas similares a las realizadas en este trabajo, cual es la incidencia de las interacciones
laterales y la heterogeneidad superficial cuando se desarrolla un proceso de adsorciéon con
multiple ocupacion de sitios. Trabajos en este sentido, han sido realizado tnicamente para
adsorbatos monoatémicos [Cortés and Araya 1987].

Finalmente, en esta tesis también estudiamos un modelo de gas de red de £-meros con
interacciones laterales repulsivas de corto alcance. Nuestro trabajo constituye una
continuacion légica de anteriores estudios de este sistema [Phares e a/. 1993; Ramirez-
Pastor 1998a y Ramirez-Pastor ez a/. 1998b]. En primer lugar, elegimos como punto de
pattida el calculo de la temperatura critica a @ = 1/2 para diferentes valores de £ Como
discutimos oportunamente, tal elecciéon fue motivada por la presencia de un minimo en las
curvas de entropfa de dimeros y trimeros lineales. Esto sugirié que al menos a este
cubrimiento, la fase 2& x 2 existe para todo £  Nuestros estudios de caricter analitico
muestran que, el quiebre para £ = 2 observado en la curva de T, versus £ calculada con
simulacion de MC, se debe a un balance delicado entre la energia media y la entropia del
estado desordenado.

Un punto controversial era la universalidad de esta transiciéon continua. Por mucho
tiempo este problema no pudo ser resuelto aceptablemente, debido a la carencia de un
parametro de orden adecuado. En este trabajo se explotaron diversas ideas al respecto para
solucionar dicho problema. Sélo una de ellas prosperd. Como hicimos hincapié en el
capitulo 4, el parimetro de orden orientacional d, resuelve muchos de los problemas

surgidos en la implementaciéon de ¢. Esto abri6 la posibilidad de estudiar en detalle la
universalidad de la fase 24 x 2.

Como pudimos constatar, los resultados del estudio de tamafio finito efectuado con
simulacién de MC, indican que la transiciéon de fase para 8 = 1/2y £ > 1 en la red
cuadrada, pertenece a una nueva clase de universalidad diferente a la de Ising en dos
dimensiones. Este resultado sugiere que en sistemas similares que tienen diferente
geometria, podria suceder lo mismo. En el futuro repetiremos dichos estudios del
comportamiento critico de £-meros, en las redes hexagonal y triangular, asi como en la red
cubica. Por lo pronto, en la actualidad el parametro orientacional nos esta permitiendo
analizar la fase Zig-Zag de dimeros a @ = 2/3, asi como rehacer en detalle el diagrama de
fase correspondiente, figura 4.2. Creemos que es importante remarcar, que la
incorporacion de 8 no sélo ha servido para destrabar el estudio critico a @ = 1/2. Este
mismo parametro de orden ya estd siendo usado y a su vez puede emplearse, para estudiar
todas las fases de A-meros que impliquen una ruptura de la simetria de orientacion (entre
ellas la Zig-Zag de dimeros a 6 = 2/3, y todas aquellas estructuras sefialadas por los
minimos de entropia como posibles fases del sistema ). Dichos estudios estan en curso o
seran iniciados en un futuro cercano.
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Apéndices
A.1 Calculo de la entropia a partir de la isoterma BO
Consideremos la isoterma BO en la red cuadrada para £ = 2 ecuacién (2.64):

g :%—7+%9+§92. (A.D)

Para calcular la entropia configuracional por sitio de red debemos resolver la siguiente
integral:

15 9 0. 3 19
5,0)/ ky=—|In| 4-70"+=6"+=6" |d6'——|1n(0")d6". A2
2<>32H 07+ 21 (@) (A2)

El segundo término del lado derecho de (A.2) se integra directamente:

;j ) a6’ _%—an(e) (A3)

0

En cambio, para integrar el primero, debemos comenzar por buscar las raices del
b b
polinomio que se encuentra en el argumento del logaritmo. Para realizar esta tarea

tengamos en cuenta que, debido a que (A.1) cumple con la condiciéon 8 — 1, y — oo, una
de las raices es 8 = 1. Esto nos permite esctibir

4-76 +%¢92 +§93 :(9—1)[92 +49—%)§:(9—1)(9—A)(9 +B)C,  (A4)

A:Z(\/Z—l) B:Z[\/z+1) c=2. (A.5)
3 3 4

Usando este resultado, el primer término del lado derecho de (A.2) es

donde

—jln '~1)(6"~A4)(6'+B)C |do’ =

0 0
:%lnC—l—EJ.ln(l—9')@’9’—#%J.ln(A—Q’)dQ’—i-%J.ln(e'-kB)d@’. (A.6)
0 0 0

Cada una de las integrales anteriores son triviales de resolver, eligiendo un cambio de

variable adecuado: x = (1 - 0 ), x = (4 - 60) y x = (B + 0) para, respectivamente, el
segundo, el tercero y el cuarto término del lado derecho de (A.6). Finalmente la entropia
por sitio de red queda

0

52(9)//€B=—[lnC—ln9—2] ~Zn(1-0)—~—ZIn(A-0)+

(1-6) (A-06)

) 2 2 (A7)

(B+ )1 (B+9)+élnA—ElnB
2 2 2
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A.2 Calculo de la entropia a partir de la isoterma CV
Tomemos el caso particular de la red cuadrada. ILa ecuacién (2.86) puede escribirse
como

e 7 5 2
=—+—0°+=-0’=A40((0+C) +B° A8
YT 60 T8 [( ) ]’ (A8)

5 111 7
A=2 B=]— C=—. (A.9)
8 400 20

La entropia configuracional se calcula a partir de la integral

donde

14 N 1t |[(0+CY ,
5,(0)/ &, :—Ejln(Ae )d6’~1n(B) [ 46 —Ez!‘ln[( — ) +1]dt9 . (A10)

0 0

El tercer término del lado derecho de la ecuacién anterior es el unico que no es trivial de
integrar. Hagamos el siguiente cambio de variables:

’ ’ 2
tg (@)= (0 ;C ) = Bsec’(¢)dp=dO0" y sec’(¢)= 1+(e ¢ ) . (A1)
Entonces la integral puede escribirse como
15 [(6'+C Y , B ) )
_E?!‘ln |:( 3 ] +1:|5z’9 = —Eq;!:ln[sec (¢)]sec (¢)do, (A.12)
donde los limites son
o, = arctg(e —;C ) y ¢ =arctg (%) (A.13)
Ahora podemos integrar por partes:
B ¢1 , , B , o o ,
Y J. In [sec (¢)] sec (@)d¢ = —E{ln [sec (¢):| tg (¢)} + BI tg” (¢)do =
o) % P
C cY] (0+c) o+CY]| % a9
+ 2
=—In|[1+| = | |-———=In|1+| —— | |+ Bt de.
el o (55 oo
A continuacion integramos en forma directa el ultimo término de (A.14):
¢1 ¢1 o
B g’ (¢9)dg =B [[sec’ (9)—1]do = B{tg(¢)—¢}\% =
9 % (A.15)

=0-B arctan(e *

C
)+ B arctan (g )
B

Finalmente, la entropia por sitio de red es:
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5,(0)/ &, :%{3—ln(A9)—ln|:B2 +(9+C)2]}—%1n[

eon( Joen( 57
+ B| arctan| — |—arctan .
B B

A.3 Calculo exacto de c,
Para determinar ¢, , debemos calcular el punto de inflexién de la isoterma de adsorcioén

ns

a bajas densidades. La condicién que debe cumplirse es:

B*+(0+C)
B*+C? "
(A.16)

d°0
— =0 cuando p/ p, = 0. (A.17)
d(p/ py)

Para calcular esta segunda derivada usamos la ecuacion (3.28). Derivando ambos
miembros de dicha expresién respecto de la presion relativa obtenemos

” 0” 26’ 20
0" = . + —+ T (A.18)
A=p/p) A=p/p) (A=p/p)
donde las funciones han sido primadas para indicar el orden de derivacion. Igualando a cero

la relacién anterior y tomando el limite p/p, = 0 (que implica a su vez el limite 8, — 0),
llegamos a ecuacion

0=60"+26". (A.19)

Esta ultima relacion y la isoterma de monocapa nos permitiran encontrar ¢, . Como
estamos interesados en el régimen de bajas densidades, podemos usar el BO ecuacion
(2.43):

o R(M,n)
) =

n

(A.20)

En principio esta expresion es exacta. Como vimos en la seccion 2.5, la funcién R puede
escribirse de la siguiente forma:

R=G—-gn+nl, (A.21)

donde las constantes G y g son, respectivamente, el nimero de configuraciones accesibles y
la exclusiéon, para una particula cuando la red esta totalmente vacfa. Como el segundo
término sobrestima la exclusiéon promedio causada por los 7 entes, se ha sumado una
funcién /para corregir este defecto. Por ejemplo, para £ =1 tenemos que: G =M, g=1y/
= 0. Por otro lado, para dimeros sobre la red cuadrada tenemos: G = 2M, g =7y /# 0.
Aunque no sepamos la forma exacta de /, podemos expanditla en serie de potencias de 6,
(supongamos que es una funcién analitica):

/=46 . (A.22)
i=1

Notemos que la suma comienza en 7 = 1, ya que / debe ser igual a cero cuando 6, = 0 (a
cero cubrimiento no hay correcciéon). Por lo tanto, usando la relaciéon anterior,
reescribimos el BO:
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G = ,
g =——g+2¢i 0. (A.23)
n i=1

A continuacién, empleamos (A.23) y la ecuacion (3.26) para expresar la presion relativa
como funcion del cubrimiento superficial:

0
P/ = ; ; (A.24)

¢cG,+(1-¢2)0. —HZ@ o

i=1

donde G, = £G/M y 6, = kn/M. Derivando ambos miembros de la ecuacion anterior
respecto de la presion relativa obtenemos

9;[;@ +(1=c )0, +¢c Y. a, 9;’“]—9; [ch +(1=c )8/ +¢ Y (i+1)a, 9{9;]
1= it = . (A.25)

. 2
|:€G/e +(1-¢2)0. +€24i 9;”:|

i=1
Luego, tomando el limite 8, — 0, llegamos a la expresion
0 =¢,G,. (A.20)
Diferenciando nuevamente (A.25) y luego de algunos pasos algebraicos obtenemos:
0’=2¢,G.(1-gc,). (A.27)

Finalmente, partiendo de las ecuaciones (A.19), (A.20) y (A.27), llegamos a una expresion
muy sencilla para el valor de ¢, :

o, ==, (A.28)

Como en (A.28) no estan presente los coeficientes de la expansion (A.22) (que con
frecuencia son desconocidos), entonces la ecuacion anterior sera exacta y de caracter
general.

En el caso unidimensional, el nimero de posiciones excluidas por un £A-mero cuando la
red esta completamente vacia es g = 2& - 1. Por lo tanto, a partir de (A.28) obtenemos

=2 (A.29)

Por otro lado, en dos dimensiones debemos considerar también la conectividad. Para la
red hexagonal es facil demostrar que

5 para k=2
g={ (r="3) (A.30)

6k—1  parak>2

Entonces, usando nuevamente (A.28) obtenemos
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= para k=2
¢, = : (¥=13) (A.31)

e ara £ > 2
6k—1 P

Un razonamiento similar nos lleva al calculo de ¢, para la red cuadrada y triangular:

g=k +2k-1 para £>2, (y=4) (A.32)
2 k=2 (y=14) (A.33)
C = ara k2 2, = .
T T2k P 4
y
g=2& +2k—1 para £>2, (Y= 06) (A.34)
2 rak>2 (y=06) (A.35)
C =———————— ara R =2 . — .
2K +2k-1 P

A.4 Normalizacién del parametro de orden ¢

Como se mencioné en el capitulo 4, el nimero total de subredes es de 44 o, lo que es
equivalente, 2& pares de subredes complementarias. Estas se pueden separar en dos
grupos, de acuerdo a la direccién en la que apuntaria la fase de haberse depositado sobre
dichas subredes: £ pares complementarios en una direccion que llamaremos x'y £ en la otra
que llamaremos y (no debemos confundir esta direccién, con la variable y usada en el
capitulo 2 para escribir las isotermas de adsorcion). Por ejemplo, las figuras 4.7 (a) y (b)
formarian un grupo y las figuras 4.7 (c) y (d) formarian otro. Esto nos permite reescribir el
parametro de orden como

241
o=A, (¢X + (p‘y) |:2|92 i1 2;+2 z |921'+1 _925+2|:| . (A.306)

i=k

Consideremos ahora que los cubrimientos de subredes complementarias deben cumplir
la relacién
0

+0,,., =1, (A.37)

2i+1

coni=0,1, ..., 2k1. Sila fase esta armada sobre la subred 1 (esta eleccién es arbitraria),
entonces tendremos que 8, = 1y 8, = 0. ¢Cudl sera el cubrimiento de las restantes?. Para
las que estan en el mismo grupo de las subredes 1 y 2, facilmente se puede demostrar que

u=l-= vy 0,,=—  0<i<k. (A.38)

D~ | >~

Para £ par @, es

k=1

-1
Q.= 2 |921'+1 21+2
i=0

éf(p—) 2 (%—1) (A.39)

=0 =0 i=k/2

Reemplazando 7 por j en la primera suma del lado derecho de (A.39), e 7 por £/2+j en la
segunda obtenemos
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k/2-1 . k/2-1 .
Q.= 2( —Zz/)+ 2(1+%—1):§ (A.40)

J=0 J=0

Por otro lado es facil ver que, para £ par, todas las subredes en la direccion y tendran el
mismo cubrimiento:

1

1
2041 = E y 921‘+2 = E kSi<2k, (A.41)

lo cual implica que ¢, = 0. Tomando en cuenta este Gltimo resultado y las ecuaciones
(A.36) y (A.40) obtenemos:

2
gozA/eé:l = A, :Z para £ par . (A.42)
Si £ es impar (con £ # 1), @ debe sumarse de otra manera:
S e AT S
P. Z|92z+1 | = 2 |1= = =-=H > [=-1] (49
i=0 k i=0 k i=(k+1)/2 k

Reemplazando 7 por j en la primera suma del lado derecho de (A.43), e i por (£+1)/2+/ en
la segunda obtenemos

(/6—1)/2( 2/ ) (/g—1>/2—1(1 2/ ) ( ) (k=1)/2— (/é+1 )
Q. = -+ —+=5 = +
J=0 /é /=0 /é /é J=0

= A.44
; Y (A44)
Para los cubrimientos de las subredes en la direccion y es facil demostrar que
1 1 1 1 _
0, :E+2/é2 y 0,., :E_Z,éz k<i<2k. (A.45)
Por lo tanto
241 2k— 1
¢, = Z | 2i+1 21+2| Z 27 (A.46)
i=k i=k 3
Finalmente, tomando en cuenta (A.30), (A.44) y (A.46), obtenemos
=17 1 £ +3
NOTRUN .30 T
(A.47)
= A 2k ra ki k#1
= ara £ impar, .
LR +3 P P

A.5 Calculos de CM para el cluster de tamafio k x 2 parak #2

Consideremos la figura A.1 (a). Esta muestra un ejemplo del cluster de tamafio £ x 2
para trimeros, en cuyo entorno se ha dibujado sélo los sitios perimetrales. A su vez, las
figuras A.1 (b), (c) y (d), representan los restantes estados de ocupacion de este pequefios
sistema.
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HaO

H2 O,
© @

Figura A.1. Cuatro formas de ocupar el cluster £ x 2 para el caso de trimeros.

8

Si dejamos de lado el caso particular de dimeros (es decir, si suponemos que £ =10 £ 2 3)
entonces, la gran funcién de patticién y los cubtrimientos de las subredes a 6 = 1/2 son

=1 +ﬂ,{e_[(/€+2)91 w/kyT] _'_g—[(/<+2)92 u///eBT]}_i_/126—[2(/%-%—1)11///%37"], (A.48)

91 — é{l e—[(/é+2)92 w/kyT) + Aze—[zueﬂ)w//e,;’r]} (A.49)
y

92 _ é{ﬂ e—[(/e+2)91 w/ kyT] 4 lze—[z(/eﬂ)w//e,ﬁ]}‘ (A.SO)

La fugacidad, calculada a partir de la relacion

0,+0,=20=1, (A.51)
es
A= B st (A.52)
Por lo tanto, la gran funcién de particién y el parametro de orden son iguales a
== 2+€[/éw/2,é5’1'] {e[(mzww/zé,;l'] + €[—(é+2)¢w/2é,;1']} (A.53)
y
0= i [/ 2451 ]{€[</e+z><pu»/2/e,;1'] _e[—(/é+2)(pu»/2/é3’l']}. (A.54)

Finalmente, expandiendo el lado derecho de (A.54) y tomando el limite con ¢ — 0,

obtenemos una relacion para la temperatura critica:

E+2) 1 (o
KA Jwrontc]  opp(x2) para £#2. (A.55)

242 €[/éu»/2/é3’1'c] —
kyle

A.6 Calculos de CM para el cluster de tamafio 2k x 1
La figura A.2 muestra los 6 estados de ocupaciéon de un cluster 6 x 1 para el caso

particular de trimeros. Ayudandonos con esta figura podemos escribir en general la gran

funcién de particion y los cubrimientos de las subredes:

k 1
l+l{€—[(2k+l)93w//€lﬂ"] +e—[(2/€+1)91w/k3T] k(el—ez Dw/&5T] ¢

—[2¢6,-6, )nw/klsT]}_i_
(A.56)

[1]

n=1

+ Aze—[zum)w//e,ﬁ]

b
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A —[(24+1)6, w/ £4T] [£(6,-6,—1)w/ k5T < k—n —[2(6,-6,)nw/kyT]
91 = - 4 - +e - 2 7 14 - +
= n=1

(A.57)
2
+A'?€—[2(/€+1)/1///63T]
k-1
92 — :{e—[mm)el w/kyT] +g[é(el—ez—l)w/é,{l']zge—[2(91—93)nw/é,{1']}_i_
= =t (A.58)

2
+ A_ e—[Z(/e+1)w//eBT]

@) (b) © @ ®

Figura A.2. Seis estados de ocupacion del cluster 24 x 1 para el caso de trimeros.

Nuevamente calculamos la fugacidad a partir de la ecuaciéon (A.51), y los cubrimientos

(A57) y (A.58):
A = JEH0r/BT] (A.59)

Tomando la expresiéon anterior podemos reescribir la gran funcién de particion y el

parametro de orden:

2+€[(/€+1)/1///6,;T] {e—[(2k+1)(1—(p)w/2/6,;T] +e—[(2k+1)(1+(p)w/2kBT]}+

[1]

- (A.60)
n e[(k(p-%—l)w/kBT] Z e—[Z(p}zw//eBT]

n=1

Q= e[(/<+1)w//<,;r] {e—[(Z/eJrl)(l—(p)w/2/6,3T]_ e—[(Z/eH)(H(o)w/ZkBT]}
(A.61)

+

| — o~

e[(/e(pﬂ)w/é,{l'] /éz_l‘ ( k—2n )e—[Zq)ﬂu»//éB’l']'
£k

n=1

Luego, teniendo en cuenta las identidades

ii:l(ﬁz2+7%) y '2:%(2m3+3m2+m), (A.62)

i=1 i=1

~

podemos calcular el primer término de la expansion del lado derecho de (A.61) en serie de
potencias de @. Finalmente, tomando el limite con ¢ — 0, obtenemos una relacioén para la

temperatura critica:
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242 e[zﬂ/ZkBTC] +(/é_1)e[w/kBTC] —

2k+1 1 (& =3k+2)w (A.63)
_k+)w )we[’”/%ﬂ‘“hr—( ) LAl eM (24 x1)
kT, 34,T,

A.7 Calculos de CM para el cluster de tamafio 2k x 2 para k #2
Consideremos la figura A.3, la cual muestra esquematicamente las configuraciones de

#-meros en un cluster de tamafio 2£& x 2, para £ # 2. Podemos apreciar que estos clusters
se dividen en cuatro celdas, cada una compuesta exclusivamente por £ sitios de una dada
subred. Debajo de alguno de ellos, se ha indicado el nimero de posiciones zntermedias que
los A-meros pueden ocupar. Aquellos clusters que no tienen ninguna indicacion,
representan una sola configuracién en la cual cada &-mero ocupa integramente los sitios de
una dada celda.

b

p—
[\

/
\S]

2k

O
[\S)
—_
[\
[S—

[NCT | I | I —
i | |

—1

[S==Y

[\9]

[

— |3 =
[ |
] IS
[\
[\JI
|
I

— = [
NI
[ \]

I Dﬂ I e

k-1 k-1

~
=
0
—| ~ |zl ~

Figura A.3. Estados de ocupacién para el cluster 2& x 2, para & # 2. Los
rectangulos grises representan &-meros.

Con la ayuda de esta figura, podemos escribir la gran funcién de particiéon y los
cubrimientos de ambas subredes (debe incluirse una configuracién mas con la red vacfa):

[11

k=1
=142 )., {e[(/s+1)92 w/kyT) + 67[</6+1>91 w/kyT) + e*[kez w/kyT] Z 6’7[<91 =0, )nw/ kyT] } +

n=1

+12{ 2k+1)n/k1§7] [2(/e+1)(92 w/ksT] +e—[2(k+1)6| w/ksT] + 20_[(H2>W/k”ﬂ}+

{ [(2£+6, )11//,%BT]Z 26,1/ £T] —[(2&+6,)w / £5T] [26, W//e,g]}
+2¢ z

n=1 n=1

-1k
[Zku//s,; ]Z . ~[(6,-6,) (n=m)w/ k5T] [\ﬂ nlw/ kT | +

n=1 m=1

(A.G4)

k=1
13 —[2(k+1)u/k1§7]{ —[(#+1)8, 11//(”7] —[(/e+1)(91 w/kyT] _I_e—[/e(a2 w//c,ﬂ‘]ze—[(el—ez)w//«,ﬂ‘]}_i_
n=1

A e—[4(k+1)zﬂ/k,;'[‘] i
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m|>>

k=1

{ [(£+1)6, /k,;'[] [/592 w/kyT) k—n —[(6,-6,)nw/ kT }
Y| — | +
n=1 /é

+/,LT{€ 2k+1)n//k1§7] [2(/«+1)62 y//k”'[] +e [(kJrZ)y//k”T]}_l_
A’ k- N
7[<2/s+9, Y/ kyT] n [29,»111//»%3'[] [(2k+92)w/k37‘] 1) (2000w /4,T]
+ 2 p Y — I +
= n=1 n=1
N G herem (A.65)
+T{ ~[2&w/kyT] nTm e—[(ﬂ, —92)(”—ﬁ/)y///e”T]eDﬂfm‘11///6”7‘] }+
= =1 m=1
3
l _[2<k+1)”//kli7‘] [(&+1)6, ”//kli-’] [ A+1)6; w //fn_[] _[/f9° w/kyT] 2k—n ~[(61-62)nw/ #5T]
+ ? 26’ z +
= = £
4
+)~_ —[4(k+1) w0/ kT
y
A . G, .
9 - e‘[(k+1>61 w/kyT] + e‘[kgz ”//ku_’]Z _ 6’_[(61 =0,)nw/kyT] +
-
= prd WS
Z,Z
+ _{67[(2/&1)”///5,;7'] —[2(£+1)8, » //e,J] [ (k+2)w/kyT ]}
2 _
A 7[(2/<+91)w/k,57‘]/62‘1‘ k+n [zezm///eBT] —[(2k+0,)w / £T] [291»1”//@7]
+—¢ T ¢ 2
= n=1
2 (A.66)
)L { zm/k,g]zz k+tn—m 000w/ t4T) [\ﬂ wu//s,J]}
= n=1 m=1 Z/é
3 _
+ Are’[z(kH)”’/kﬁT] {e[(/ﬁﬂ)e: w/kgT] + 26*[(’%*1)91 w/kyT] + e’[kez w/kgT] i /é +n e*[<91 ~6,)nw/kyT] }_'_
= n=1 /é
4
+/IT€—[4</e+1>w//e,;T].

Calculamos ahora la fugacidad a partir de la ecuaciéon (A.51) y los cubrimientos (A.65) y
(A.60):
A = JEH0r/BT] (A.6T)

Finalmente, tomando la expresion anterior podemos escribir el parametro de orden para el
cluster 2k x 2 (k£ # 2):

[(e+1)w/ kyT] k=1
Q= ¢ ’ e*[%“)(i*‘/’)ll’/%ﬂ‘] _ e*[(kﬂ)(i*({’)”’/zkﬂ‘] + e*[kﬂ*q’)”’/zknﬂz k—2n e*[‘P””’/kBT] +
= el
2(/6+1)11 / kT]
+ {e—[z(/c+1)(1 @)/ 2k5T) . [2(/@+1)(1+¢)w/2fe”7']}+
2(/(+1)n//¢ ] A1 -1
+ ' { —[(4k+1—(p)u//2k,{[']z % €[<1+<p>w/k,g‘] _e—[(4k+1+<p>u»/2/e”7‘]z % e[(l(p)nw/k,;'[‘]}+ (A 68)
n=1 /é n=1 /é
2(/<+1>n//<zs7] £=1 k=1
—[2kw/k5T] M=\ —[o(—m)w/kyT] [ln=m|w/kyT]
N { S5} : .
= n=1 m=1

e[(k+1 w/kyT)

+ {e—[(k+1)(1—(p) w/ 24T _e—[(k+1)(1+(p) w/Z/eBT] £(1— (p):v/u,ﬁ]z(k 2n ) (p/m//k,;-[]}

Debido a la complejidad de la ecuacion anterior, para obtener la temperatura critica no

hemos calculado una expansiéon en serie de potencias de @. En su lugar, (A.68)se resolvio
numéricamente para cada tamafo .

104



A.8 Calculos de CM para dimeros en el cluster de tamafio 4 x 2

Consideremos las figuras A.4 (a) y (b), las cuales muestran esquematicamente las
configuraciones de dimeros en un cluster de tamafo 4 x 2. Podemos apreciar que al igual
que en la seccién anterior, estos clusters se dividen en cuatro celdas, cada una compuesta
exclusivamente por 2 sitios de una misma subred.

f; 2l 121t [ Rl 2 O [l [201] 21
4D2 tl2| [1f]| |12 GE ﬁjlz 12 (T2 |
|:|1 |:|1 2|:| 2|: |2'1| IZIII Izlll Izlll ’:ﬂi‘ DB
ol e M2 k2 e 0 (2] e iy |
0t 00l RO 2O 2 2l el 2] 2 (=
:2 '1|4' G; '1|z' 1|:| Eg |:|2 GE 1|:| {TL;
b 0 0
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Figura A.4. Estados de ocupacién para el cluster 4 x 2. Los rectingulos grises
representan dimeros. En la figura podemos ver las configuraciones (a) con 1y 2
dimeros, y (b) con 3 y 4 dimeros.

Con la ayuda de estas figuras podemos escribir la gran funcién de particidn, los
cubrimientos de ambas subredes y el parametro de orden (debe incluirse una configuracion

con la red vacia) para el caso especial de 6 = 1/2:
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=1 ﬂ,{ —[36, w/£yT] +2€7[391w/k37‘]+4€—[u//k”7]+2 211//)%”7]}_’_

+/'LZ{ [66, w/ £,T] to —[66, w/ &5T] +2€7[(591+292)m/k3'[‘] +2€—[(291+592)w/k,;'f] Y

+/lz u//eB'[]{4 —[(46,+0,)w/ k5T] +4e —[(6,+46, ) w/ k5T ]+6 7[314,/&37‘]}_’_
+AZ€—[211//)%”T] {48-[31,///@,17‘] + 28-[21,///@,17‘]}4_
+)v§€—[2w/k,;7‘]{ —[(66,+36,)w/ kyT] + 0 ~[(36,+66,)w/ kyT] +6€—[5u:/k3'['] +6€—[6m/k3'[‘]}+

+ 136—[311//»%,37‘] {46—[<66,+392>w//e,ﬂ']

+4€—[(36,+662)u:/k,;7‘] +2€—[411//ABT]}+

+ 14 —[12w /k,;T]

91 :é{e[aez w/kyT] +€—[ux/kBT] +%€[2w/kﬁr]}+
/'LZ
+—¢
/’L m//e,J]{ —[(46,+6,)w/ k5T] +3€—[(91+492)u//k”7] +30” '511//)%”7]}

A —[2w/ kyT] {2 3;;;/@,;7] [Zu:/kBT]}_’_

)’_36_[2”’/'@117] {6’_[(69&362)”//&”7*] + 28_[(391+(’92>W//51s7_] +2€_[5”"/’éliTJ +2€_[6”"/’éliTJ}+
2 2
/’]«3 ~[3w/4 T]{ —[(66,+36,)w/ £,T] ~[(36,+66,)w/ #,T] 3 4w/ T]}
+ e B 2€ 1 2 B + 4€ 1 2 B +_€ B +
2
+ 14 5 €—[12:1///<BT] ,

Al w y —[w 1 w :
92 :_{e [36, ’/’éBY]_’_e [ /kBT]_’_Ee [2 /kﬂ]}_i_

+

1]

2
+/’]«_€-[m//<,;7‘] {3 [(491+97>m//<,;7] [01+405 w/ kgT) +3€—[3w/k37‘J}+

2’ —[2w ) —[3w 3 —|2w "
# e B [y e

e—[Zu//k,J’] {26—[(60,+392)w/k,;7‘] + e—[(ae,%ez)w/@,g‘] +%€—[5u:/kBTJ +%g—[6w/k,{f]}+

3
+ A e-[zu///e,J‘] {48-[(69,#92”/@7‘] + 26—[(391%62)”///@”7‘] +£€-[4m//<,§7‘]}+
2

+ 14 5 €—[12n//kBT]

y
0= é{e—[ﬁ(l—(p)w/lk”T] _ e—[3(1+(p)u//2k37‘]}+
12
+T{€’[3(1*KP)”’/'@BT] _6*[3(”@”//&1;7‘] _6*[(7+3¢)”’/2k37] + e*[(7*3¢)”//2k37‘]}+
VE
+ 2767[14,'//537"] {e—[(s—s(p)m/ye”r] _ e—[(5+3(p)w/2/<”T] }+

—

3
+ l?‘e—[Zn//kBT] {ef[(973(p)u:/2/eBT] _ e*[(9+3(p)w/2kBT] }{1 _ 28—[11//)637‘]}.

=)
—

—[3w/ kyT] t

{ ~[60, 1w/ #5T] +l€—[(59|+292)w/k”7‘] 3 —[(201+592 u//k”T] —[3w/ &yT] +l€[4w//e37'1}+

2
/l—{e_[w‘ w/kyT) +§€—[(591+zez)m//€ﬂ] —[(201+592)w/k”7] —[3w/ kT +l€[4u:/kBTJ}+

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)

Debido a que no es posible obtener una expresion sencilla para la fugacidad, la ecuacién
(A51) (@ @ = 1/2 y junto con los cubrimientos (A.71) y (A.72)) fue resuelta
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numéricamente. Luego, con este valor de A, se determiné también numéricamente la
temperatura critica para el limite ¢ — 0.
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