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A mis padres,

A mis hermanas.



ANTE LALEY

Ante la Ley hay un guardidn. Un campesino se acerca a este guardian y le
ruega que lo deje entrar. El guardian dice que ahora no puede franquearle € paso. El
campesino reflexiona un momento y pregunta si podré entrar mas tarde.
¥, Esposible % contesta el guardian % , pero no ahora.

La puerta de la Ley est4 abierta, como siempre; € guardian se aparta un poco y

el campesino se agacha para mirar através de ella hacia el interior. El guardian serie
al verloyledice:
¥ S tanto te atrae, trata de entrar a pesar de mi prohibiciéon. Pero ten presentes mis
palabras. soy poderoso, pero soy el guardian mas insignificante. En las estancias que
se suceden hay guardianes cada vez mas poderosos. Ya la vision del tercero es tan
insoportable que ni siquiera yo la puedo aguantar.

El campesino no ha pensado nunca toparse con semejantes dificultades; € cree
que la Ley debe ser asequible para todos, en todo momento, pero ahora, cuando se fija
mejor en este guardian de larga pelliza, de gran nariz puntiaguda y de rala y negra
barba a lo tartaro, piensa que lo mejor es esperar, hasta que se le permita entrar. El
guardian le alcanza un banquito y lo dgja sentarse al lado de la puerta. Y alli
permanece sentado diasy afios. Hace muchos intentos de entrar, fatigando al guardian
con sus suplicas. En numerosas ocasiones, € guardian lo somete a pequefios
interrogatorios, preguntandole por su tierra natal y por muchas otras cosas, pero sus
preguntas son frias, desinteresadas, como las que hacen los grandes sefiores. Y al final
el guardian siempre repite que aun no le puede franquear € paso. El campesino, que
se ha equipado convenientemente para su viaje, utiliza todo lo que trae, por valioso que
sea, para sobornar al guardian. Este no rechaza nada, diciendo:
¥, SOlo telo acepto para que no creas que no has hecho todo |o que puedes.

A lo largo de muchos afios, el campesino observa casi ininterrumpidamente al
guardian. Se olvida de los demas guardianes. El primero le parece el Unico obstaculo
gue le impide e acceso a la Ley. Maldice su presencia, durante |os primeros afnos sin
contemplaciones y en voz alta, pero luego, al hacerse mas vigjo, sdlo rezongando para
si. Empieza a chochear vy, tras pasar tantos afios escudrifiando al guardian, habiendo
descubierto las pulgas que pupulan en su cuello, les ruega que lo ayuden a ablandarlo.
Por ultimo, se le debilita la vista. Ya no sabe si anochece o |o engafian l10s 0jos. Pero
en medio de la oscuridad percibe ahora un resplandor que emana de la puerta de la
Ley. Suvida se agota. Antes de morir, todas las experiencias de ese largo periodo se
condensan en su cabeza, en una sola pregunta que ain no ha formulado al guardian.
Le hace sefias, para que se agache, porque su propio cuerpo, ya endurecido, no le
permite incorporarse. El guardian tiene que inclinarse profundamente sobre é, pues el
hombrecito se ha encogido mucho.
¥, ¢Qué eslo quetodavia quieres saber? % pregunta €l guardian % , eresinsaciable.
¥ Todos aspiran a la Ley % dice e hombre % . ¢Como se explica entonces que, en
tantos afos, solo yo haya pedido entrar en ella?

El guardian se da cuenta de que el hombre estd a punto de morir y, para que
aun lo pueda oir, le grita al oido:
¥, Nadie mas podia entra aqui, porque esta entrada era solo para ti. Ahora mismo la
cierro.

Franz Kafka
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| ntroduccion

Es bien conocido que en las Ultimas décadas la simulacion numérica ha adquirido
gran protagonismo e importancia como una rama intermedia entre el experimento y la
teoria, pues permite verificar la validez de sus hipétesis y predicciones, a través de los
[lamados experimentos de maguina [5]. Mediante estos experimentos numeéricos podemos
calcular diferentes cantidades fisicas tales como, la capacidad calorifica a volumen
constante Cy, la compresibilidad isotérmica kr, la energia media U, la presiéon P, etc.
También es posible acceder a la entropia Sy la energia libre de Helmholtz F, aunque en
general estas Ultimas cantidades no son reportadas en la mayoria de los trabgj os cientificos.
Existen dos razones para ello; en primer lugar, sucede que a menudo la naturaleza de los
sistemas queda practicamente evidenciada, estudiando solo € comportamiento de ciertas
cantidades como por gjemplo la capacidad calorifica Cy y un pardmetro de orden f (como
en las transiciones de fase tipo Ising). En otras palabras, en muchos problemas resulta
innecesario e inconveniente calcular numéricamente la entropia (o la energia libre) de un
modelo, y simplemente basta con conocer algunas de sus derivadas. El segundo motivo
tiene que ver con el ato costo computacional que presenta el calculo de S o F respecto de
otras cantidades fisicas.

Pese a estos inconvenientes, la informacion numeérica referente a Sy F dista mucho
de carecer de importancia ya que, ademas de que pueden ser medidas en |0s sistemas reales,
Su conocimiento nos ayuda a sondear |as caracteristicas intimas de os model os estudiados.

Entre los diferentes métodos que han sido desarrollados para calcular entropia y
energia libre (y a los cuales nos referiremos en e capitulo 2), se destaca la técnica de
integracién termodinamica [5], cuya fécil implementacion la ha hecho muy popular en la
literatura y sobre la cual basaremos nuestro trabajo. El método nos permite estimar la
diferencia de entropia entre dos estados de equilibrio i y f, integrando una cierta cantidad a
lo largo de una trayectoria reversible que una ambos puntos. El integrando debera ser

calculado en una serie de estados de equilibrio intermedios. En definitiva, seguimos un



proceso similar al empleado para medir entropia en un sistema real. Para obtener mediante
integracion termodinamica la entropia del estado f (denominado estado de interés),
debemos conocer a priori la entropia del estado i (estado de referencia). De acuerdo alos
razonamientos precedentes, el método de integracion termodinamica, requiere de una
primera etapa dedicada exclusivamente al calculo de los estados de referencia. Esta
ha sido nuestra mayor preocupaciéon y el motivo fundamental de este trabajo.

Veamos un gemplo. En e modelo de Ising [16] existen dos estados de referencia
que pueden ser calculados analiticamente. Estos se presentan en los limites T® ¥ y T® 0
(T es la temperatura absoluta). En e primero de ellos, la entropia del sistema es
simplemente kg por el logaritmo natural del nimero total de estados accesibles al sistema,
sin importar a que nivel de energia pertenezcan. Este nimero es 2 ya que cada uno de los
N espines que forman e sistema, tiene la libertad de estar en dos posiciones diferentes
(arriba 0 abajo). Por otro lado, cuando T® 0, existen sdlo dos estados posibles de minima
energia (sin campo magnético externo aplicado), en los que todos los espines tienen la
misma direccion, por lo que Sseraigual a k, In2. Una integracion termodinamica en este
sistema, debe aprovechar estos estados de referencia ya que son accesibles ala simulacion.

Generalmente, no es tan facil calcular los estados de referencia como en e gemplo
anterior. Existen sistemas para los cuales solo se pueden realizar aproximaciones analiticas
y siempre con gran dificultad. Estas desaparecen en los sistemas formados por entes cuyo
nimero puede fluctuar, si trabajamos en la asamblea gran canénica. Como veremos en €l
capitulo dos, existe un punto de referencia de entropia igual a cero comun a todos ellos.
Sin embargo, no siempre estaremos interesados en trabajar en tal asamblea; ni es cierto que
sea siempre posible transformar nuestro modelo en un sistema de particulas cuyo ndmero
pueda variar. ES en la asamblea canonica donde surge el problema real de calcular
estados de referencia. Es por ello que, nuestro trabajo ha tenido el objetivo preciso de
estudiar los posibles caminos que existen para acceder, trabajando en la asamblea
canonica, a los estados de referencia de entropia de sistemas discretos. Por un lado, en
los capitulos tres y cuatro, se describe un método numérico para tal fin. En e capitulo
cinco, las técnicas empleadas han sido analiticas y solo en forma aproximada. Estos dos
caminos se han preservado préacticamente independientes, es decir, hay una desvinculacion

casi total entre los calculos numéricos y los analiticos. Muy pocas conjeturas tedricas sobre



el modelo en estudio son necesarias para realizar |os célculos de simulacion de los estados
de referencia. A su vez, los resultados analiticos no son simples gjustes de los datos de
simulacion, sino € gjercicio de diferentes técnicas de aproximacion. Esta independencia,
nos posibilita realizar calculos numéricos de entropia de modelos fisicos, en la misma
forma en que ésta se obtiene en sistemas reales. Es decir, sin necesidad de conocer
profundamente el comportamiento del sistema. Por gjemplo, para medir la entropia de un
gas real, nadie conjetura a cerca del tipo de potencial de interaccion entre las moléculas que
lo componen. La técnica numérica para acceder a los estados de referencia (los que
posibilitarén luego calcular la entropia para cualquier estado de equilibrio) expuesta en el
capitulo tresy cuatro, posee estas caracteristicas esenciales.

La presente tesis ha sido organizada de la siguiente forma. En el capitulo 1, se
describe brevemente como surge € postulado de entropia del estudio microscopico de los
sistemas. Se muestra ademas, una generalizacion de éste debida a Constantino Tsallis. En
el capitulo dos, se exponen algunos de los métodos numeéricos que se han desarrollado para
medir entropia y energia libre. En los capitulos tres y cuatro, se ha elaborado y puesto a
prueba, la técnica numérica para calcular estados de referencia. Se muestra la entropia de
sistemas con y sin solucién analitica exacta, obtenida por medio de este nuevo método. Por
ultimo, en e capitulo cinco, presentamos los resultados obtenidos al emplear diferentes
técnicas de aproximacion analitica para estimar |os estados de referencia de entropia.

Debemos advertir que, para no agarnos peligrosamente del objetivo principal de
este trabajo, hemos restringido la aplicacion de las técnicas de calculo de entropia a un solo
modelo en particular, sin hacer grandes esfuerzos en interpretar los cdculos realizados
sobre él. Un estudio mas profundo quizas hubiera condenado a nuestros aportes a un

segundo plano.



Capitulo 1

Lafuncidon entropia

El concepto de entropia fue introducido por primera vez en la fisica tedrica por R.
J. Clausius a mediados del siglo XIX. Desde e punto de vista termodindmico, la
diferencia de entropia DS entre dos estados extremos, es igua a la integral de dQ/T (el
diferencial de calor sobre la temperatura absoluta) calculada a lo largo de una trayectoria
reversible que una ambos estados. El valor de esta integral es independiente del camino
reversible que usemos para unir los dos estados. Esto implica que Ses una funcién real de
las variables termodinamicas. Quizés, su propiedad mas sobresaliente, sea el Principio de
Aumento de Entropia [1], € cual establece que, para sistemas aislados, e cambio de
entropia en cualquier tipo de proceso esponténeo, debe ser igual 0 mayor que cero

DS2 0 para sistemas aislados (1.2)

El signo de iguadad se asocia a los procesos reversibles y e de desiguadad a los
irreversibles. Queda excluida la posibilidad de que la entropia pueda disminuir. Esta
propiedad es de sumo interés tedrico ya que nos permite predecir el comportamiento de los
sistemas. Como se puede medir la entropia para diferentes estados, empleando (1.1)
podemos deducir cuales serédn las evoluciones del sistema que son posibles en la
naturaleza. Condiciones similares a (1.1) pueden ser formuladas para sistemas que no
estan aislados (estas condiciones no se constituyen en principios fundamentales, sino que
son consecuencias de (1.1)).

Dedicaremos la primer seccién de este capitulo a describir brevemente como surge €l
postulado de entropia del estudio microscopico de los sistemas. En la segunda seccién,
mostraremos una posible generalizacion del resultado anterior debida a trabajo de
Constantino Tsallis.



1.1 El postulado estadistico de entropia

La entropia de un gas ideal puede ser cal culada facilmente usando temodindmica[2]

.32

5 u
S:Nlngﬂg Xg (1.2)
e Nag Ng

Aqui N es el nimero de particulas, V € volumen que las contiene, U la energia mediay C
una constante de integracién. Para expresar S como funcién de variables microscopicas,

basta con hacer suposiciones muy generales con respecto a movimiento molecular [2]

..3N
S=InG con nger.ng (1.3
e S o
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2
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Aqui m es lamasa de las particulas. Debido a las continuas colisiones, la posicion x y €
momento p de las N particulas cambia incesantemente, siendo Dx y Dp, la magnitud de
cambio de tales variables. Tengamos en cuenta que las moléculas son tratadas como
indistinguibles y por lo tanto no es cierto que todo e volumen V les sea accesible.
Esencialmente, en el equilibrio, cada molécula no se mueve del interior de un volumen
mayor a V/N, de otra forma se violariala condicion de indistinguibilidad. Seinterpretaa G
como el volumen del espacio de fase (en unidades de s *) que le es realmente accesible a
gas ideal. Empleando termodinamica, no es tan sencillo encontrar la entropia de un
sistema cuya complgjidad sea mayor que la del gas idea, y menos, formular una
generalizacion de ésta basada en variables microscépicas. La suposicion basica de la
Mecanica Estadistica consiste en extender la interpretacion de la entropia del gas ided, al
resto de los sistemas fisicos. Por €llo, postulamos que la entropia es €l logaritmo natural
del volumen del espacio fase accesible al sistema
S=k,InG (1.5)
donde G es & volumen del espacio fase accesible a sistema y kg la constante de
Boltzmannn. Esta suposicién no se puede derivar de ningun principio conocido. La
ecuacion (1.5) junto a postulado de equiprobabilidad de los estados accesibles de un
sistema aislado, constituyen los cimientos fundamental es de la M ecanica Estadistica.
Existe una ambigiiedad en nuestro postulado (1.5). No hemos especificado con

suficiente claridad las variables que deben ser empleadas para definir el espacio fase. Para



ver ésto, consideremos un ejemplo. Calculemos el volumen del espacio fase accesible a

una particula clésica libre que se mueve en una dimensién. Supongamos que su energia

p<.2mE,. S

usamos p como la variable que define el espacio fase, € volumen accesible sera

G=2/2mE, p /E, (1.6)

E=p?/2m esta sometida alarestriccion 0 < E < Ey , 0 lo que es [o mismo,

Y s en cambio empleamos E

Gi=E, (1.7)
La evidente discrepancia entre Gy G se soluciona utilizando variables discretas para
definir los estados permitidos. La mecanica cuantica nos provee esta descripcion de los
sistemas. Es cierto que, la discretizacion de los estados, solo surge bajo ciertas
condiciones y que son posibles niveles de energia continuos. Pero siempre es posible ligar
el sistema a unaregion limitada (o que nos genera un espectro discreto), y luego extender
éstad infinito (parapasar a continuo). Por gjemplo, un conjunto de particulas libres, tiene
un espectro continuo. Para encontrar sus estados permitidos, se las suele confinar a un
recipiente de volumen V. Posteriormente basta con tomar en nuestras ecuaciones €l limite
V® ¥. En definitiva, tomaremos G como € nimero de estados accesibles que son
compatibles con las restricciones macroscépicas impuestas al sistema.

Fue Boltzmann quien primero propuso identificar la ecuacion (1.5) con la funcion
entropia.  También se debe a é, la innovacion conceptual de buscar una descripcién
probabilistica de los fendmenos fisicos. Una funcidén equivalente a (1.5), puede
formularse en base al conocimiento de la distribucion de probabilidad P; de que el sistema

sea encontrado en alguno de sus estados permitidos

S=-k. PInP (1.8)

donde la suma se extiende a todos los estados accesibles. Boltzmann demostré en su
famoso teorema H, que esta cantidad cumplia sorprendentemente con € Principio de
Aumento de Entropia, encontrando que (aunque esta demostracion cuenta con algunas
objeciones importantes), la funcién H=-S, tiende siempre a decrecer, nunca a aumentar,
cuando las P; no corresponden a la distribucion tipica del equilibrio. Sélo se estabiliza
cuando finalmente logra alcanzarlo. Notemos que una disminucion de H, implica un
aumento de S Este comportamiento es precisamente e que (1.8) necesitaba para

constituirse en la definicion estadistica de entropia.



En la préximay ultima seccidn, mostraremos una posible generalizacion del postulado
estadistico de la entropia.

1.2 Laentropiade Tsallis

Recientemente, Constantino Tsallis propuso una posible generalizacion del postulado
de entropia formulado en base ala distribucion de probabilidad P; [3]
- R
S =k,———— con gl A (1.9)

(9-1)

Por supuesto, la suma se extiende a todos los estados accesibles del sistema. En esta
expresion, g juega € papel de un pardmetro cuyo significado fisico no ha sido aclarado.
Hablamos de generalizacién debido a que, en el limite con g® 1, la ecuacion (1.9) tiende a
(1.8), la entropia propuesta por Boltzmann. La nueva expresion (1.9) sigue siendo aditiva
para todos los valores del parametro q y presenta todas las caracteristicas esenciales con
que debe contar una funcion entropia.

Por ultimo debemos nombrar, que e postulado (1.9) contiene comportamientos muy
interesantes a los que se les puede asociar un significado fisico. Tal es e caso de la
inaccesibilidad de T=0 paravaloresde g > 1, y una condensacion del tipo de Bose-Einstein
paraq< 1.

1.3 Sumario

Hasta aqui hemos repasado brevemente € origen del postulado de entropia. De ahora
en mas, nuestro trabgjo estara dedicado al estudio y posteriormente a desarrollo de
métodos numéricos para calcular la entropia de model os fisicos.



Capitulo 2

Calculo de entropia mediante smulacion numerica

Cuando se estudia un modelo por medio de simulacion de Monte Carlo, generalmente
calculamos los val ores medios de propiedades mecanicas tales como la presion instanténea
y la energia potencial, disefiando un algoritmo que sea capaz de generar una cadena de
configuraciones pertenecientes a la region del espacio fase en la cua se encuentran los
estados accesibles a sistema. Partiendo de una configuracion arbitraria, generamos un
proceso de Markov definido en términos de la probabilidad de transicidon de Metropolis [4].
El valor medio de una cantidad arbitraria A, se obtiene promediando los valores que ésta
toma sobre |os estados visitados alo largo de la trayectoria. Por ggemplo, el valor medio U
de laenergiainterna de un sistemaesigua a

14
U= m a1 U,
donde la suma se extiende alas M configuraciones de energia U; visitadas en la simulacion.
Algo similar sucede si empleamos Dinamica Molecular para realizar nuestro clculo de
valores medios.

Para calcular propiedades termodinamicas como la entropia o la energia libre, se debe
recurrir a métodos especiales. Debido a que no es posible asociar una entropia (0 una
energia libre) a cada uno de los estados accesibles a sistema (la entropia depende del
volumen total del espacio fase accesible a sistema), surgen dificultades cuando se
pretende realizar calculos mediante promedios efectuados en €l equilibrio (a diferencia de
ésto, la energiainterna si puede definirse para cada una de las configuraciones accesibles).
En este capitulo expondremos algunos de lo métodos mas importantes que se han

desarrollado para superar esta dificultad.



2.1 Método de Salsburg

Al comienzo de este capitulo sefialamos que no es posible asociar una entropia Sa cada
uno de los estados accesibles. A pesar de ello, se puede calcular S promediando ciertas
cantidades que si estén definidas en cada uno de los estados; esta es la base del método de
Salsburg [9].

Consideremos la probabilidad de que un sistema cerrado (N constante), cuyo volumen
V se mantiene constante y en contacto con un foco atemperatura T, se encuentre en el nivel

de energiae

_9.(V,N)e?
FZ(V!N’T)_ Q(V,N,T) (21)

Aqui ge (V,N) es & nimero de estados pertenecientes a nivel de energia e, b=1/kgT y
Q(V,N,T) eslafuncion de particion

QV,N,T)=4 g.(v,N)e* (2.2)

La suma se extiende a todos |os niveles de energia permitidos. En primer lugar dividimos
ambos miembros de la ecuacion (2.1) por el factor de Boltzmann y posteriormente

sumamos sobre todos los niveles de energia

. o ag VN
a P(V,N,T)e “OVNT) (2.3)

Por ultimo, despejamos la funcion de particion

do.N g

QV.N.T) = é I%(\/,N,T).eeb <e® >

(2.4)

a((V,N) es el numero total de estados accesibles al sistema (independientemente del nivel
de energia a cual pertenezcan) y <...> simboliza el promedio pesado por las P. (V,N,T) a
través de estos estados. La entropiaviene dada por larelacion (N, Vy T constantes)

U,N,T)
T

S(V,N,T) =k, InQ(V,N,T)+ (2.5)

Aqui U(V,N,T) es la energia media del sistema de N particulas encerradas en €l volumen V
y que se encuentran alatemperatura T. Reemplazamos (2.4) en esta ecuacion

UV,N,T)
T

S(V,N,T)=k..Ing,(V,N)- k. In<e® >+ (2.6)

De este modo, si conocemos e numero de configuraciones accesibles gi(V,N), nos

basta con calcular los valores medios restantes en una simulacion numérica. La dificultad
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de este método se encuentra en e segundo término del lado derecho de la ecuacion (2.6).
El valor medio de lafuncién exponencia resulta dificil de obtener ya que éstatoma valores
muy elevados para los niveles de energia superiores. Para calcular un buen promedio,
deberiamos disponer de la distribucion de probabilidades Pg(V,N,T) para los niveles de
energia més altos. Esta informacion solo puede ser obtenida con suficiente exactitud para

bajas densidades y altas temperaturas

2.2 Método de integracion termodinamica

Este método de calculo de entropia [5] es uno de los méas usados debido a su eficiencia
y alafacilidad con que se puede implementar. Comunmente no se necesita elaborar un
programa especial y basta con emplear el mismo tipo de algoritmo que se utiliza para
calcular valores medios de cantidades mecénicas.

Consideremos algunas de las derivadas de la entropia S y de la energia libre de
Helmholtz F

1 «1S6

1_afS6 27

T &MU g, &7)
=F 6

m=¢c—= 2.8
gﬂNﬂ” (2.8)

C. 456

V=== 2.9

T &g, @9

V es el volumen, Cy la capacidad calorifica a volumen constante, N € nimero de particulas
y mel potencial quimico. Mediante una integracion podemos calcular la diferencia de

entropia entre dos estados de equilibrio

u(T)
S(V,N,T)- SV,N,T) = od$,¢ 2.10)
U (To)
S(V,N,,T)- S(V,N,,T) =U(V’N1’T)'TU(V’NO’T) : _Il_(‘)'rﬁde: (2.11)
SV,N,T)- S(V,N T)—B‘T:Jdm 2.12)
y NG L) ™ y NG 1) — ¢ .

Como gemplo tomemos la ecuacion (2.10). Para evaluar esta integral en la asamblea
canonica, inicialmente calculamos en la simulacion los valores que toma el integrando en
un nimero finito de estados de equilibrio intermedios entre To y T, (un estado de equilibrio

queda determinado al fijar la temperatura ya que V y N son constantes). En este caso
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particular fijamos T y calculamos la energia media U. Luego con esta informacion,
estimamos la diferencia de entropia empleando algin método numérico adecuado para
cacular la integral. Si por ultimo conocemos SV,N,Tp) (que llamaremos estado de
referencia), podemos determinar SV,N,T1) (denominado estado de interés). El mismo
razonamiento es vdlido para la integral (2.12) sdlo que en este caso € integrando es
diferente. La ecuacion (2.11) requiere trabajar en la asamblea gran candnica, fijando €
potencial quimico para calcular el nimero medio de particulas en los estados intermedios.
También es necesario conocer la energia media en cada uno de los estados extremos. En
general, para acceder ala entropia de un estado determinado tenemos que disponer de:

la entropia en un estado particular 0 de referencia (calculandola exactamente o

aproximandola analiticamente) que sea accesible alasimulaciéony

la cantidad a integrar (que deberd ser medida en la simulacién) en un ndmero

considerable de estados intermedios entre el estado de interés y e de partida o

referencia.
Una de las principales limitaciones de este método se debe a la distancia (dentro del
espacio fase) que separa el estado de referencia con € de interés, la cua debe ser cubierta
por estados intermedios que servirdn para aproximar la integral. A medida que la
separacion aumenta, tenemos que recurrir a calculo de mas estados que sirvan para salvar
la brecha entre estos dos puntos. En el pasado, el método se volvia un poco oneroso desde
el punto de vista computacional. Sin embargo, actualmente debido a creciente poder de
cdculo de las computadoras modernas, se pueden redizar simulaciones en sistemas de
gran tamafio en un lapso de tiempo razonable. Por este motivo los métodos de integracion
termodinamica han pasado a tener mayor aplicaciéon y a ser muy usados.

Veamos un gjemplo puntual. Consideremos un sistema formado por N monémeros que
interactUan entre si a primeros vecinos con energia repulsiva (w>0), distribuidos sobre una
red lineal de M sitios. En la figura 2.1 podemos observar la entropia por sitio de red (en
unidades de kg)en funcion del cubrimiento g =N/M. Los puntos fueron obtenidos mediante
integracion termodinamica y las curvas llenas calculadas analiticamente [6,7]. Como
estados de referencia se usaron los valores de entropia del sistema cuando |a temperatura
tiende a infinito (curva superior). Se puede demostrar que, en este limite, la entropia es
igua a logaritmo natural del nimero total de estados accesibles a sistema
aM 0_ M!

9 MMN) =g == MM - N)!

(2.13)
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S@.T) _Ing, __ . )
. RV glng- (1- q)In2- q) (2.14)

|im-|—®¥

donde hemos usado la férmula de Stirling para aproximar el logaritmo natural de los
numeros factoriales. Para calcular la entropia a una temperatura finita, partimos de los
estados de referencia proporcionados por (2.14) y luego realizamos una integracion en la

asamblea candnica utilizando (2.10) (en este caso To® ¥).

0.7 4 m K T/w=¥
e kT/w=06

0.6 A kT/w=03
vk, T/w=0,2

0.5 4 o Kk;T/w=0,1

0.4 4

Sk,

0.3 4

0.2 +

0.1

0.0 T T T T L T T T 1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
q

Figura 2.1: Entropia por sitio de red en unidades de kg en funcion del cubrimiento, para
un sistema de monoémeros que interactdan repulsivamente (w>0), adsorbidos sobre una
red unidimensional homogénea de sitios. Los puntos han sido calculados por medio de
simulacion de Monte Carlo y las curvas llenas analiticamente.

Otra forma de obtener la misma informacion es realizar una simulacién en e Gran
Canodnico utilizando (2.11). Si partimos de cubrimiento cero (potencial quimico m<< 0), €l
numero de estados accesibles al sistema serd uno, 1o que nos da una entropia cero paratodo

T. Laenergiamediatambién seracero. Laintegral (2.11) nos queda

S@,T) _U@T) 1 %
- i dq¢ 2.15
K, KT KT 9m a (219

Siguiendo este camino podemos rehacer |as isotermas de lafigura 2.1.

2.3 M étodo de coincidencias o método de Ma

El método de Ma es una técnica conceptual mente interesante que nos permite calcular
la entropia por € andlisis de la trayectoria en e espacio de fase [2,8]. En principio,
podriamos calcular la entropia midiendo en la simulacién la probabilidad P; de que el
sistema se encuentre en el estado i-ésimo
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kS:- A PInP (2.16)

La suma se extiende a todos los estados accesibles (esta forma de calcular la entropia es
comun a formalismo microcanénico, canénico y gran canonico). Para explotar
eficientemente esta ecuacion, deberiamos trabagjar con sistemas extremadamente pequefios
paralos cuaes gi(V,N,T) fuese muy pequefio. Esto nos permitiriamedir P; directamente en
la simulacion ya que la totalidad de los estados serian observados en reiteradas
oportunidades. Si deseamos trabgjar sobre sistemas mayores, resulta impracticable tomar
este camino. Para solucionar este problema, Ma desarroll6 el método de coincidencias el
cual nos permite calcular la entropia de sistemas discretos observando solo una fraccion de
los estados accesibles.

Por simplicidad trabagjaremos en la asamblea microcanédnica (U, V y N ctes). La
simulacion se llevara a cabo mediante un algoritmo que genere una serie de
configuraciones de la misma energia y entre las cuales la probabilidad de transicién sera
tomada igual a uno (ésto es lo mismo que muestrear al azar 1os estados permitidos). La
entropia estara dada por €l logaritmo natural del nimero de estados del sistema cuya
energiaseaU=e

S(V,N,U)
k

B

=Ing,(V,N) (2.17)

Debemos calcular g a partir de latrayectoria. Esto se puede hacer si, de los n estados que
constituyen la muestra (los cuales forman la trayectoria), consideramos la probabilidad de
que dos de €ellos elegidos a azar sean iguales (probabilidad de coincidencia). Esta
probabilidad se puede relacionar con g. como sigue. Llamemos L; (i=1,2,3,...., n) alos
estados de la trayectoria, en donde el subindice indica €l orden en el cual fueron visitados.
La probabilidad de observar cualquiera de los ge es igual a (ge)™* ya que todos los estados
son igualmente probables. Si tomamos a azar un par de estados de la trayectoria, Ly Y L
(con kt m), la probabilidad P; (j=1,2,3......, ge) de que ambos sean iguales a uno de 0s ge

estados posibles seraigual a
P =(9.)"(9.)"=(a.)" (2.18)
Esto se debe a que los L; son muestreados en forma independiente. La probabilidad de

coincidencia P se calcula como la suma de |as P

P=34P=(g.)"41=(g,) "9, =(g.)" (2.19)

j= j=1
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Vemos que esta probabilidad depende del nimero total de estados accesibles. Para
calcularla de la trayectoria simulada debemos tomar todos los pares posibles N; que se

pueden armar con los n estados visitados
N, = ;n(n -1 (2.20)

y de ellosidentificar los N que sean coincidentes. La probabilidad P, sera

N,  2xN,

= £ = (2.21)
N, n(n-2
Considerando (2.17), (2.19) y (2.21), expresamos la entropia de la siguiente manera
M:“’]ge :|n%ig:|nmg (222)
3 TE ST

Concluimos que podemos calcular la entropia de un sistema aislado midiendo €l nimero de
coincidencias de pares N en unatrayectoriaen e espacio de fase.
S e sistema estd cerrado y en contacto con un foco a temperatura T (asamblea

canonica), laentropia se calculacomo
5
4P Ing—i (2.23)
! @

donde P, esla probabilidad de que un estado de la trayectoria pertenezcaalaclase | y Pqy
es la probabilidad de coincidencia de dos configuraciones en dicho grupo. Esta Ultima se
calcula de latrayectoria como

P = (2.24)
tl
Aqui Ny es el nimero total de pares de estados de la trayectoria que pertenecen alaclase |
y Ny la cantidad de ellos que son coincidentes. La suma en (2.23) se extiende a todos los
grupos posibles (en la préctica estos grupos pueden ser los niveles de energia). A este
resultado se arriba siguiendo razonamientos similares a los expuestos anteriormente.

Este técnica tiene ciertas ventajas. Por un lado la entropia en € méodo de Ma se
obtiene haciendo una simulacion en € estado de interés. No es necesario calcular un
nimero de estados de equilibrio intermedios entre éste y algun estado de referencia. Por
otro lado, existen modelos como los Vidrios de Espin que presentan problemas al ser
tratados mediante métodos de integracién termodindmica (la dificultad se debe a que en
estos sistemas la ergodicidad esta infinitamente rota). En estos casos la técnica de Ma

constituye una buena eleccion.
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Por supuesto este método tiene limitaciones. La més importante de ellas estd
relacionada al tamafio del sistema que se quiere estudiar. Como ejemplo podemos decir
que para estudiar el modelo de Ising con latécnica de Ma, sdlo podemos tomar un pequefio
sistema formado por no mas de 40 espines, ya que a partir de esa cantidad el método

comienzaafdlar.

2.4 Acceptance Ratio Method

En lamayoria de los sistemas clasicos € factor cinético de lafuncion de particion Q se
puede calcular analiticamente. El problema en general consiste en calcular € valor de la

integral configuracional canénicaZ

Z=¢¢ ' dq..dg, (2.25)

donde U(qy,....,Gm) €s la energia potencia de interaccién de un sistema de N particulas con
m grados de libertad, cuyas coordenadas generalizadas son las g (i=1,2,...,m). Laregion
de integracion se extiende a todo € espacio fase. S dispusiéramos del valor de Z
podriamos calcular facilmente la entropia del sistema (estamos suponiendo que la energia
media se puede calcular sin problemas).

El método que expondremos en esta seccion [9], nos permite calcular en la simulacion
el cociente entre las integrales configuracionales de dos sistemas de N particulas que
comparten € mismo espacio fase pero que tiene distintos potenciales de interaccion. S
llamamos U, y Ug a los potenciales de los sistemas | (sistema de interés) y R (sistema de
referencia) respectivamente, € cociente entre las funciones de particién Z, y Zg viene dado

por

z _(M[U,-U)/kT).
z. (M[U,.-U)IkT]) (2:20)

donde <...> representa el promedio en cada una de |las asambl eas canonicas de |os sistemas
Iy R MC(....) eslafuncion de Metropolis definida como

M (x) = min{ 1, e} (2.27)
lacual tiene la propiedad
M) _ g (2.28)
M (- X)

Esta funcién se usa comunmente en simulacion de Monte Carlo para asignar una

probabilidad de aceptacién a los procesos de cambio de una configuracién a otra.  Estos
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cambios involucran una variacion de energia potencial DU y son efectuados con
probabilidad M(DU/KgT).

Deduciremos (2.26). Con esta informacién (el término del lado derecho de (2.26)
calculado en la simulacion) y conociendo € valor de laintegral configuracional Zg para un
cierto nimero N de particulas a la temperatura T, podemos estimar Z; bajo las mismas
condiciones. Comenzamos observando que a partir de la propiedad (2.28) podemos

escribir la siguiente identidad

.U, N

O - ULH R
U, e keT — M?I Ug e KeT (2.29)
T g KeT g

MEe
&k,
Multiplicamos los lados izquierdo y derecho de esta ecuacion por los factores triviales Z,/Z

y ZrlZr respectivamente. Luego integramos a lo largo de todo el espacio de fase que

sabemos es comiin a ambos sistemas

(2.30)

Cada uno de los cocientes gque aparecen en (2.30) constituyen promedios que pueden ser
calculados en los sistemas | y R realizando una simulacién de Monte Carlo (o Dindmica
Molecular) en cada uno de ellos. Luego de un pasgje de términos podemos obtener (2.26).
La exactitud del método depende fuertemente del grado de traslape que tienen entre si
ambos sistemas, es decir, del grado de superposicion de las distribuciones de probabilidad.
A medida que € traslape se acrecienta, cada uno de los valores medios que aparecen en
(2.26) aumentan su valor. Esta eslasituacion éptima. Si el numerador y denominador de
esta ecuacion son nimeros muy pequefios, € método comienza a ser poco efectivo. Para
solucionar este problema, debemos buscar un nuevo potencia de referencia que aumente el
traslape. Si ésto no es posible, queda por aplicar € método reiteradamente a una cadena
de sistemas desde nuestra referencia hasta el estado de interés. Para ello, necesitaremos
gue cada uno de |os sistemas de esta cadena tenga un ato grado de traslape con sus vecinos

mas proximos.

2.5 Umbrella sampling

Con este método [10], podemos estimar |a diferencia de energia libre F entre dos
sistemas formados cada uno por N particulas que tienen m grados de libertad y que

comparten un mismo espacio fase. Con esainformacion podemos calcular la diferencia de
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entropia entre ambos sistemas, ya que siempre es posible estimar con gran exactitud la
diferencia de energia interna media entre ellos. Como en la técnica anterior, tenemos que
disponer de un sistema de referencia para € cual se conozca analiticamente el valor de la
energialibre (o entropia).

La diferencia de energia libre entre e sistema de interés, con energia potencial U, ala
temperatura T;, y € sistema de referencia, con energia potencia Ur a la temperatura Tg,

puede expresarse como un promedio calculado en el sistemade referencia

U , Us Ug

| - - u
v Aa keTi kgTg KgTr T
FoFe o O e "t dd,.....day,
k.T .I. _Ug y
Bl BI/R I kT i
0 ¢ °fdg,....dq,, b
U ,Ur .
SN P PP g >.=-In<e™ >_ (2.31)
kBTI kBTR

donde <..> representa un promedio en el sistema de referenciay U =U/ksT es la energia

potencia reducida:

o2 Y . Y
kB-I-I kBTR

La ecuacion (2.31) se puede reescribir como un promedio a lo largo de todas las

diferencias de energia potencial permitidas:

F| FR é¥\ * -DU” * CI
- =-Ingf,(DU )x =~ d(DU )
KT KT, 0w d

(2.32)

donde fo(DU") es la densidad de probabilidad de DU en el sistema de referencia. El lado
derecho de esta ecuacion, podria ser calculado mediante una simulacién de Monte Carlo en
el sistema de referencia. Para obtener un buen resultado, tendriamos que estimar con gran
exactitud el valor de fo(DU") en un rango de DU en e cual el integrando tome sus valores
més atos. En general, una simulacion de Monte Carlo convencional no es adecuada para
muestrear en esa region de interés. Para lograr mejores resultados, se emplea una nueva
probabilidad de transicion construida como una correccién de la funciéon de Metropolis que
nos permite explorar eficientemente la porcion del espacio de fase mas importante.
Generamos una cadena de Markov definida en funcion de la probabilidad de transicion
p(DU") dada por:
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Ur

o W(DU ") e k™
p (DU )—max"1,¥ “Ua
V(DU ") e *=d(DU")

-¥

(2.33)

N — —t
==

—_——

I*a

donde W(DU") es la funcién de peso escogida para dirigir eficientemente el muestreo. El

promedio de una cantidad A(q;.....0m) Se calculara como sigue:

Ug
GAO T KaT,
—xwxe ©°rdg,....dq,,
<A>. = Fwg 1 - <Alw>, (2.34)
oy <1/w>,
v owe ‘e’Rdg,.....dq,
ewWg

donde W(th....gm)= W(DU’) es e factor de peso en funcién de la coordenadas
generalizadas y <...>,, denota un promedio a través de la distribucion p. Similarmente
fr(DU") puede ser recuperada de la funcion f,(DU") (la densidad de probabilidad de DU” en

la nueva simulacion):

fo(DU") = <1IV\f/W>(VIVD\L/JV(?DU*) (2.35)
Por pruebay error, W(DU") puede ser gjustada hasta lograr que f,(DU") sea suficientemente
extensay uniforme.

Este método constituye una herramienta importante para estudiar fluidos por

simulacion.

2.6 M étodo de los estados locales o método de M eirovitch

Al igua que en e método de coincidencias, la técnica desarrollada por Meirovitch
[11] nos permite calcular la entropia de un sistema discreto realizando una simulacién en el
estado de interés.
El punto de partida sera la ecuacién (2.16):
kS: RINP (2.16)
Recordemos que P; es la probabilidad de que, en el equilibrio, e sistema se encuentre en el
estado i-ésimo. Aqui € estado es una configuracion particular del sistema. Llamaremos
estados |locales a las distintas configuraciones que se presenten en una porcién limitada del
sistema. Por gemplo, en € modelo de Ising en dos dimensiones, podriamos tomar un

conjunto de 5 espines formando una cruz (Ilamaremos cluster a este conjunto), localizados
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en cuaquier parte de la red. Para este cluster existiran 2° estados locales . No
expondremos aqui una demostracion del método. En su lugar, mostraremos como
podemos estimar la entropia de un sistema si:

definimos cuales seran | os estados |ocal es en nuestro sistemay

si podemos medir en la simulacién las probabilidades de que éstos ocurran.
Tomemos el gemplo anterior. Llamaremos + y — a los dos estados posibles del espin

central. Las configuraciones para €l resto del cluster (los 4 espines en las puntas) seran
denotadas con el subindice | (hay 2*=16 estados posibles). La probabilidad de que ocurra

un estado local serd P, . s €l espin central es+,y P, s €l espin central es-. La entropia
del sistema podra ser aproximada con la siguiente ecuacion

s .6 3 R, @ LR
2 5@ P, Inf— " Y+P Inf— g (2.36)
ke T& T 1P.+P_h " 1R.+P g

donde la suma se extiende a todos |os estados posibles de |os 4 espines que estan en torno
al espin central. Obviamente que, a medida que se agrande € cluster, esta formula tendera
al valor exacto de laentropia. En la practica el problema mayor consiste en definir cuales
seran los estados locales. En genera las posibilidades son variadas pero sdlo algunas
el ecciones particulares dan buenos resultados.

Por ultimo, es preciso aclarar que e cdculo de las probabilidades P, . y P, . se puede
realizar sea cual sea el método que usemos para llevar y mantener a sistema en equilibrio
en € estado de interés. Comunmente se emplea Monte Carlo aunque existen otra técnicas
con las que podemos generar configuraciones tipicas del equilibrio (construyéndolas con
un criterio que minimiza la energia libre) sobre las que se pueden medir las probabilidades

de los estados locales.

2.7 Sumario

En este capitulo hemos visto algunos de los métodos mas importantes desarrollados
para calcular entropia. Como puede apreciarse, muchos de ellos sélo pueden ser aplicados
a sistemas pequefios. Otros en cambio, estén limitados a modelos con un nimero discreto
de estados accesibles. En general, siempre que se presente la necesidad de medir entropia
en un sistema particular, deberemos testear varios métodos ya que no hay certeza de que
una sola técnica nos asegure un buen resultado. Los métodos de integracion

termodindmica suelen ser muy Utiles para hacer una primera medida ya que
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implementarlos no constituye una gran dificultad. Ademés, no limitan e tamafio del
sistema que se puede estudiar. Por €l contrario, cuanto més grande sea éste, mayor es la
exactitud de las medidas.

En el proximo capitulo tendremos la oportunidad de utilizar el método de integracion
termodinamica sobre un sistema con un nimero discreto de estados accesibles.
Desarrollaremos también una nueva técnica de Monte Carlo cuya aplicacién nos
posibilitara calcular estados de referencia.  Como se observé anteriormente, esta
informacion es crucial a la hora de calcular la entropia de un sistema por medio de la

integracion termodinamica.
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Capitulo 3

Calculo numérico de estados dereferencia

Como vimos en la seccion 2.2 del capitulo 2, es relativamente sencillo calcular la
entropia de un sistema mediante €l uso de alguno de los métodos de integracion
termodinamica. Si recordamos, paraimplementar esta técnica tenemos que disponer de

la entropia en un estado particular o de referencia (calculandola exactamente o

aproximandol a analiticamente) que sea accesible alasimulaciony

la cantidad a integrar (que debera ser medida en la simulacion) en un ndmero

considerable de estados intermedios entre el estado de interésy el de partida.

En la practica, generamente el Ultimo punto es accesible y como en toda simulacion de
Monte Carlo, debemos preocuparnos por elaborar un algoritmo adecuado que nos permita
muestrear eficientemente el espacio fase. Sin embargo, a veces € primer requisito a
cumplir suele traernos grandes problemas. En € capitulo anterior, mostramos que
resultaba beneficioso trabajar en la asamblea gran candnica, ya que podiamos utilizar un
estado de referencia que es universal para todos los sistemas formados por N particulas: la
entropia es cero cuando N=0. Aun asi, no siempre estaremos interesados en desarrollar
nuestro estudio en este formalismo. Incluso, posiblemente estemos estudiando un sistema
para el cua no tenga sentido que el nimero total de entes que lo componen pueda fluctuar.
De ahora en mas, nuestro propdsito sera trabajar en la asamblea candnica. Veremos que
resulta dificultoso calcular estados de referencia de entropia que puedan ser utilizados para
emplear en laintegracion termodinamica.

En la primera seccion de esta capitulo trabajaremos sobre un sistema sencillo que

posee solucion analitica exacta.  Posteriormente, elaboraremos intuitivamente un método
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numérico destinado exclusivamente a determinar estados de referencia.  En la dltima

seccién, expondremos formal mente esta nueva técnica.

3.1 K-meros adsorbidos sobreunared lineal de sitios

La adsorcion de moléculas poliatdmicas sobre superficies solidas es uno de los
fendmenos que juegan un papel relevante en numerosos procesos fisicos. Frecuentemente,
el estudio de estos sistemas se lleva a cabo utilizando e formalismo de gas de red. En
éstos modelos, € sustrato en el cua se pretende adsorber las moléculas, se representa
mediante una red de M sitios distinguibles cada uno de los cuales se encuentra conectado a
un nimero g de vecinos (llamaremos a g la conectividad de lared). A las moléculas que
estan conformadas por una cadena de k atomos (Ilamados k-meros), se las suele representar
por medio de entes que pueden ocupar k sitios de red.

Un conjunto de N k-meros adsorbidos sobre una red lineal de M sitios (g=2), que
interactlian entre si a primeros vecinos con energias atractivas o repulsivas, es un modelo
sencillo de gas de red que posee una solucion analitica exacta [7]. Los sitios solo podran
estar ocupados por una y solo una unidad perteneciente a alguno de los k-meros o,
simplemente vacios (es decir, no se permiten solapamientos entre los entes del sistema).
En general, en el limite con M® ¥ (limite termodinamico), la entropia por sitio de red para
una dada temperatura T y un dado cubrimiento q (la fraccion de ocupacion de la red

g=k.N/M, que se mantiene finita en el rango [0,1] cuando M® ¥), viene dada por la

ecuacion
SO.T) 91, F 0, (1. g)inf1- q)- 2a Ina)-
Kk, k ékg (3.1
B 2% 2% (1-q-a)inl-q-a)
é g e 2
donde
L. 2@-q) \ (32
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repulsiva (w>0), y b=1/kgT. Se llega a este resultado luego de considerar que los sistemas
de N k-meros son equivalentes (existe un isomorfismo) a un nimero N de monémeros
distribuidos sobre unared lineal efectivade M =M-(k-1)N sitios. Este tltimo sistema tiene
solucion analitica exacta (la cual fue desarrollada recientemente en nuestro grupo [17,18]).
Enlafigura2.1 del capitulo 2 se puede apreciar la funcién (3.1) en un rango amplio
de temperaturas para un sistema de mondémeros (k=1) que interactian repulsivamente. Los
puntos sobre las curvas llenas son calculos de ssimulacion llevadas a cabo mediante
integraciéon termodindmica utilizando la integral (2.10) empleando estados de referencia
dados por la ecuacién (2.14) (entropiaen €l limite T® ¥ para cubrimiento entreOy 1). Sin
estos estados de referencia, no se podria haber calculado en la asamblea candnica la

entropia para una temperaturafinita.

0.6 5
m K T/w=¥
e k,T/w=0,6
0.5 4 A k,T/w=0,3
v kT/w=0,2
0.4 4 k T/w=0,1
Sik, T
0.3 4
0.2 4
0.1+
0.0 — 71T T T ‘T T ‘T T ‘' T ‘' T ‘" T " T " T " 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
q

Figura 3.1: Entropia por sitio de red en unidades de kg en funcion del cubrimiento, para
un sistema de dimeros que interacttan repulsivamente (w>0), adsorbidos sobre una red
unidimensional homogénea de sitios. Los puntos han sido calculados por medio de

simulacion de Monte Carlo y las curvas llenas anal iticamente.
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Como un gjemplo maés de la eficacia de los métodos de integracion termodinamica,
en lafigura 3.1 se comparan los resultados de simulacién con la solucion analitica exacta
para dimeros (k=2) que interactlan repulsivamente. Nuevamente se empled (2.10) al
realizar la integracion termodinamica. Para adquirir los estados de referencia se podria
haber fijado k=2 en la ecuacion (3.1) paraluego tomar € limite T® ¥. Pero como nuestro
propésito es comparar (3.1) con los célculos de simulacidn, procederemos a continuacion
de una manera diferente.

En el limitecon T® ¥ , laentropia esta dada por

lim,,S(M,N,T)=k,Ing (M,N) (3.4
donde g; esigua a numero total de estados accesibles para un conjunto de N k-meros que
se encuentran adsorbidos sobre una red lineal de M sitios. Hay una manera simple de
contar estos estados. Observemos que las configuraciones se obtienen, ordenando de todas
las formas posibles un conjunto compuesto por dos tipos diferentes de entes: N k-meros
(indistinguibles entre si) y M-k.N sitios vacios (que también son indistinguibles entre si).
El nimero total de entes sera M-(k-1).N. Cada configuracion se puede construir tomando
secuencialmente cada uno de los entes (ya sean k-meros o sitios vacios) para luego
ubicarlos uno a continuacién del otro comenzando por alguno de los extremos de lared (si
suponemos condiciones periddicas de borde, podriamos comenzar en cuaquier sitio y
continuar en cualquier direccién). Cuando ya no queden mas entes disponibles, la red
estara totalmente cubierta (por los k-meros y los sitios vacios). Si los entes fuesen
distinguibles, el nimero de configuraciones posibles seria

[M - (k- DN]!
Como en realidad tenemos dos tipos diferentes de ellos, este nimero debe ser dividido por
los factoriales (N)! y (M-k.N)! para considerar laindistinguibilidad entre entes de la misma
especie. En definitiva, g; estara dado por laformula

_[M- (k- 2).N]:

~ NUM - KN (39)

9.(M.N)

Seguidamente usamos la formula de Stirling (In x! » x In x - X) para aproximar €l logaritmo
natural de estos factoriales y posteriormente calculamos la entropia por sitio de red en el

limite termodinamico
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Ing,(M,N)=[M - (k- )N]In[M - (k- 2)N]- NIn(N)- (M - k.N)In(M - k.N)

lim,. S(?('T) =lim,.. '”gtf\z/"'\')
° (3.6)
2 (kl)u' (k-1) o q, 2906
=3 ST @2 (1- q)in(L-
gl Tagng- Yy kngkg( a)in(t- q)
Final mente tomamos k=2
. S, T 4
lim, (E ):§L q; q; q 8@9_ (1- g)In(t- q) (3.7)
B

Estos son los estados de referencia que fueron empleados en la integracion termodinémica
para construir lafigura 3.1 [18].

Antes de finalizar esta seccion debemos sefidlar un punto importante. En realidad,
los razonamientos que nos condujeron a calcular los estados de referencia (3.7), son muy
similares a los empleados para llegar a la solucion exacta (3.1). Es decir, los célculos
numeéricos (que se redlizaron gracias a los estados de referencia (3.7)) se encuentran
vinculados a los resultados analiticos. Para lograr obtener informacion de simulacion que
sea realmente independiente, se hace necesario desarrollar un método que nos permita
calcular numéricamente los estados de referencia.  En la siguiente seccion, llevaremos a

cabo dichatarea

3.2 Calculo numérico de estados de referencia

En esta seccion trabajaremos con un sistema de dimeros que interactlian entre si a
primeros vecinos, adsorbidos sobre una red lineal de sitios. Nuestro proposito sera
encontrar la forma de estimar numéricamente estados de referencia de entropia [19]
(los mismos que aparecen en la ecuacion (3.7)), que puedan ser utilizados posteriormente
como puntos de partida para la integracion termodinamica en la asamblea canénica. En la
proxima seccion generalizaremos estos resultados.

En la figura 3.2 se ha representado una red de M=24 sitios en la cual estén
adsorbidos N=8 dimeros (g=2/3. Note que debido a las condiciones de borde periddicas,

uno de los dimeros ocupa los dos sitios extremos de lared).
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Figura 3.2

Llamaremos g«(N) a nimero de estados accesibles pertenecientes a nivel de energia e del
sistema de N dimeros. Si la interaccion entre dimeros es repulsiva (w>0), entonces la
configuracion representada pertenece al estado base ya que posee energia e = 0 (ésto se
debe a que ningun primer vecino esta ocupado). go(8)=3 ya que existen solo tres formas de
colocar los dimeros manteniendo el espaciado entre ellos (tenga en cuenta que los sitios
son distinguibles). A este cubrimiento en particular, existe un punto de referencia que nos
permite calcular la entropia a cualquier temperatura finita manteniendo g =cte. En el limite
T® 0, e sistema ocupa los estados base de energia cero. La entropia por sitio de red
viendra dada por la ecuacién

S(@=2/3T=0)_Ing,(8 _In3

k M M

B

(3.8)

Esta claro que en e limite termodindmico esta entropia tiende a cero. Sin embargo, como
nuestro trabgjo en simulacion siempre se hace sobre sistemas cuyo tamafio es finito,
tomaremos este valor exacto como la entropia del estado base. Ahora podemos realizar

unaintegracion termodinamica empleando (2.10) entre este punto (T=0) y € de interés

S(@=2/3T) _S(@=2/3T =0) +“(I’ duc¢

0]
K, K ke a9
n3 “Ugue
= 4+ 07
Mo Dy, Te

En pocas palabras. hemos utilizado el hecho de que a este cubrimiento |os estados base son
féciles de contar. Ello nos posibilita calcular un punto de referencia exacto.

El tipo de interaccion entre los dimeros es la responsable de que la configuracion
mostrada en la figura 3.2 pertenezca a estado base y que la degeneracion de éste se pueda
estimar facilmente. En general, encontraremos muy pocos cubrimientos para los cuales se
puedan calcular exactamente la entropia a T=0. Sin embargo, si cambidsemos €l tipo de
interacciéon entre los entes, podriamos encontrar un estado base con las caracteristicas
antes mencionadas (es decir, constituido por pocos estados que sean faciles de contar) para

un cubrimiento arbitrario. Por gemplo, s la interaccion repulsiva se extendiese a
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segundos vecinos, e estado base a q=0,5 para dimeros en una dimension, se podria contar
facilmente ya que los entes se trabarian quedando entre ellos dos espacios vacios. Hacer
un cambio en las interacciones pareciera no tener mucho sentido ya que, a pesar de que
ésto nos permitiria calcular la entropia del sistema, éste ya no seria el mismo modelo en el
gue estdbamos interesados. Antes de ver el uso que le podemos dar a la idea precedente,
consideremos un resultado mas. Cuando T® ¥ la entropia viene dada por (3.4). Esta
depende del nimero total de estados accesibles al sistema sin importar a que nivel de
energia pertenecen. Este nimero depende solamente de factores geométricos y no del tipo
de interacciones entre los entes. En nuestro gemplo, e sistema de dimeros siempre
tendran la misma entropia en € limite T® ¥ sea cual sea €l tipo de interaccion empleada.
En o sucesivo usaremos esta nueva idea.

Llamaremos sistema real a modelo en estudio. Para medir su entropia a una
temperatura finita T y un cubrimiento arbitrario g, construiremos a partir de é un nuevo
modelo denominado sistema ficticio, distorsionando Unicamente el tipo de interaccion
origina, de tal forma que ambos permanezcan geomeétricamente iguales (es decir, si €
sistemarea esta constituido por dimeros a g=0.8, en € ficticio tendremos el mismo tipo de
entes al mismo cubrimiento sobre una red similar). ¢Como podemos emplear éste nuevo
sistema en beneficio del calculo de entropia en el modelo real?. En e gemplo anterior
(dimeros adsorbidos sobre una red lineal), deberiamos proceder como sigue: en primer
lugar debemos encontrar como modificar las interacciones para que €l sistema ficticio
posea un estado base cuya degeneracion sea fécil de estimar para el cubrimiento deseado,
de tal forma que tengamos un punto de referencia a T=0. Si luego realizamos una
integracion termodindmica utilizando (2.10) en una simulacion en € sistema ficticio entre
T=0y T=¥, podemos estimar la entropia para éste sistema a esa temperatura extrema. Pero
esta entropia esigua aladel sistema de real cuando T® ¥ . Por lo que el proceso anterior
nos ha proporcionado un nuevo punto de referencia del cual podremos partir una
integracién termodinamica en el sistema rea destinada a cacular la entropia a una
temperatura finita T. En la practica, resulta sencillo construir un sistema ficticio que nos
ayude a calcular los puntos de referencia. Una posibilidad para el sistema de dimeros en
un dimension es la siguiente. Tomamos el mismo nimero de dimeros que estan presentes

en el sistema real (es decir, mantenemos el cubrimiento para el cual deseamos calcular )y
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eliminamos la interaccion entre ellos. En su lugar, les permitimos que interactien con los
sitiosde lared. Estos ultimos estaran divididos en dos clases: sitios fuertes (de energia Er)
y sitios débiles (de energia Ep<Ef). La energia se calculard sumando los cubrimientos de
ambos tipos de sitios pesados por |as energias que les corresponde. Elegiremos el nimero
de sitios débiles Mp igual a producto del cubrimiento por €l nimero total de sitios

M, =gq.M =2.N (3.10)
El resto serén sitios fuertes (Mg = M-Mp). Unaforma de distribuirlos sobre la red consiste
en aglomerar todos los débiles en un solo grupo (de tal forma que queden unidos entre si) y
los fuertes en otro. En la figura 3.3a se puede apreciar tal disposicion. Los sitios débiles
han sido representados por circulos y los fuertes por cuadrados. El nimero elegido para
ambos se ha escogido para g=0.5 (éste es el cubrimiento para el cual estamos construyendo

e ficticio). Enlafigura 3.3b podemos ver cual es el origen de la ecuacion (3.10).

a o000 oo oo oo

b —0 900 090 00 060 00 | —{ I {{H{H{H{H -
figura3.3

Si llenamos la red con los dimeros, € estado de menor energia se obtendra al cubrir la
region de los sitios débiles. Por la eleccion hecha sobre la cantidad de tales sitios y su
disposicion, la degeneracion del estado base serduno 'y la entropia cero

lim.,,S: =0 (3.12)
donde €l subindice sefidla que la entropia considerada es la del sistema ficticio. Esta
disposicion de los sitios débiles y fuertes no es la Unica. Existen otras formas de
distribuirlos de tal forma que €l estado base sea Unico.

Resumiendo. En una primer etapa realizamos una simulacion en e sistemaficticio
tendiente a calcular los estados de referencia. Viendo la ecuacion (3.10) podemos apreciar
gue este sistemna serd distinto para cada uno de los cubrimientos. No respetar esta regla nos
conduciria a un estado base degenerado y la entropia a T=0 ya no seria cero. En lafigura
3.1 los estados de referencia son los puntos que conforman la gréfica superior.

Seguidamente nos trasladamos al sistema real y calculamos la entropia a una temperatura
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finita realizando una integracién termodindmica a partir de los estados de referencia antes
calculados. Estaeslaformacon lacual se construyé en su totalidad lafigura 3.1.
En la proxima seccion estableceremos formalmente las reglas basicas para construir

sistemasficticios a partir de sistemas reales.

3.3 Definicion general del sistemaficticio

Supongamos que €l sistema real estd compuesto por un nimero N de entes que
interactUan entre si y que se encuentran alojados en €l interior de un volumen V. En lo que
sigue, despreciaremos la energia cinética de las particulas y nos limitaremos a considerar
model os cuyo hamiltoniano este constituido Unicamente por €l término

H,=U_V,N,i) conily . (3.12)

donde Ur(V,N,i) eslaenergia potencia de las N particulas cuando estas se encuentran en la
configuracion i-ésima. El subindice se refiere a que este hamiltoniano corresponde al
sistemareal (para el sistemaficticio utilizaremos €l subindice F). Con Y r Se representa al
conjunto total de configuraciones en las que se podrian encontrar a las N particulas. De
ahora en més, supondremos siempre que este nimero es finito y que solo g«(V,N) de ellas
serén accesibles a sistemareal. Esta condicion puede ser expresada como sigue
"l t,

I (3.13)
"l g,

A
V NLi) =1
UV, N.i) Hinito

en donde
y R © t R E gR
El subconjunto tr representa al grupo de configuraciones que no le estan permitidas al

sistema. En cambio, 0k agrupa atodas aquellas que son posibles (un total de g:(V,N)).
Consideremos un gjemplo. En un gas de red de N monémeros adsorbidos sobre una

red de M sitios, tendriamos un total de
(M- 1+ N)!

N!(M - 2)! (.19

configuraciones pertenecientes a Y g ya que, en principio, no existirian restricciones

impuestas sobre el nimero permitido de ocupacion de cada uno de los sitios. Sin embargo,
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a definir e modelo, este conjunto se repartird en dos grupos. é de las configuraciones
posibles (Qr), y @ delas que no lo son (tg). Si permitimos una ocupacion méxima de un
ente por sitio, solo estaran permitidas

M!

NI(M - N)! (319

configuraciones para las cuales la energia potencia seré finita. Para € resto, la energia

potencial serdinfinita

3.3.1 Reglasparaconstruir el sistemaficticio

a) Aligual que e sistemareal, el ficticio se puede representar por el hamiltoniano

H. =U_.(V,N,i) conily . (3.16)
donde la energia potencial viene dada por
UF(V’N’i):ifinito . I|I| tgFF (347
con
yeote EQ
Para construir el sistemaficticio a partir del real, tomaremos
Ye© Ve
t. ©t, (3.18)
9 ° Or

Esto nos asegura que €l nimero total de configuraciones permitidas no sea alterado.
b) Definimos a continuacion el valor que deberatomar la energia potencial Ug(V,N,i) en

las configuraciones permitidas

U.(V,N,i)=0 Si=i
ol ) o (3.19)
U.(V,N,i)>0 siiti,
con
iei,l g,

Es decir, tomamos una de las configuraciones permitidas (la que mas nos convenga), y
definimos en ella e estado base de nuestro nuevo sistema. Al resto, les asignamos valores

de energia arbitrarios mayores que cero.
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Para todo sistema real con un numero finito de estados accesibles, podremos
construir siempre un sistema ficticio asociado a éste.  Ambos mantienen un vinculo que
hemos podido observar en el gemplo desarrollado en la seccion anterior. A saber, la
entropia en el limite con T® ¥ es la misma para ambos modelos. Sumado a esto,
encontramos anteriormente que en rigor a T=0, la entropia del sistema ficticio era cero. A

continuacion demostraremos formal mente estas propiedades.

Propiedad 1: Cuando la temperatura tiende a infinito, la entropia del sistema ficticio

y del sistema real tienden a valoresiguales

lim, S (V,N,T)=Ilim_ S (V,N,T) (3.20)

Demostracion: la entropia en el candnico viene dada por la ecuacion (2.5)
s(v,N,T)=k InQ(V, N,T)+U(V’T'\"T) (3.21)

con lafuncion de particion y la energia media dadas por
QV,N,T)=§ et (3.22)
1 o . _

UV,NT)=————q U(V,N,i)e""" 3.23
( ) v, N,T)?g ( ) (3.23)

Las sumas se extienden a todas las configuraciones permitidas. Probaremos que € primer
término del lado derecho de (3.21) es el mismo para los dos sistemas y que & segundo
tiende a cero cuando T® ¥.

Si tomamos en (3.22) el limite con T® ¥ tenemos

lim,,Q(V,N,T)=lim_§ e =g 1=g,(V,N) (3.24)

ilg iig
Como g-=0k, entonces en este limite ambas funciones de particion son iguales. Queda

probar que el segundo término en (3.21) tiende a cero. Tomamos €l limite en (3.23)

1 Q <\ AUV LN
7Q(V,N,T)% U\V,N,i)e
1

:M% U(V,N,i)=UV,N)

lim, UV, N,T)=lim,,
(3.25)

donde <...> simboliza un promedio sobre los estados (tomados todos ellos con e mismo

peso). Este es un nimero finito ya que gi(V,N) esfinito y U(V,N,i) también o es para todo
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iT g A pesar de que (3.25) es diferente para ambos sistemas, cuando la temperatura

tiende ainfinito, el segundo término de (3.21) tiende a cero

lim, W:<U(V,N)>.Iin1®¥_ll_:0 (3.26)

®¥

Queda asi demostrada lavalidez de (3.20).

Propiedad 2: En € limite con T® 0 la entropia del sistema ficticio tiende a cero
lim,.S. (V,N,T)=0 (3.27)

Demostracion: sea Pi(V,N,T) la probabilidad de encontrar al sistemaficticio en el estado i-

ésimo a la temperatura T en el equilibrio termodinamico. En el formalismo candnico esta

probabilidad viene dada por la expresion

e-bUF(V,N,i]

P(V,NT)=—F—— 2
(V. N,T) & NT) (3.28)
Laentropia en funcion de estas probabilidades se puede escribir como
S (V,N,T)=-k & P(V,N,T)InP(V,N,T) (3.29)

i gF

Cuando T® 0, ladistribucion de probabilidades de ocupar |os estados accesibles tiende a

limy PV, NT)= | S = estadobase (3.30)
10 gt estado base
Debemos demostrar que en este limite (3.29) tiende a cero. Esto es sencillo ya que cada
término de esta ecuacion se anula por separado. El correspondiente al estado base lo hace
debido simplemente a que €l logaritmo natural de uno es cero. Para € resto de las
configuraciones tenemos

InP(V,N,T)

lim,, [P(V,N,T)InP(V,N,T)]=lim,,, VPW N.T)

(3.31)

donde claramente aparece una indeterminacion en este limite. Usamos € teorema de

L hospital parasalvar €l problema

NRVINT) oy VRPVINT) i puNT)=0 (332

STV R TICI VAR B

En base a este Ultimo resultado queda bien demostrado (3.27).
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Por ultimo, condensamos en una sola expresion el proceso completo empleado para
el calculo de entropia por medio del sistemaficticio

“du¢ dug
+

SVNTI=07c+0re

(3.33)

donde la primera integral del lado derecho debe ser calculada mediante simulacion en el

sistemaficticioy lasegundaen € sistemareal.

3.4 Sumario

En este capitulo, nuestro propdsito ha sido exponer en su totalidad el método
empleado para calcular la entropia de sistemas discretos cuando trabajamos en la asamblea
candnica. Por este motivo, los gemplos utilizados se escogieron debido a que tenian
solucion analitica exacta. Esta particularidad nos ha permitido verificar que los célculos
numeéricos eran correctos. En el préximo capitulo, tendremos la oportunidad de trabajar
con sistemas para los cuales solo estén disponibles soluciones analiticas aproximadas.

Debemos sefialar un punto importante. El sistema ficticio no es un método para
calcular entropia, sino una técnica para acceder a los estados de referencia. Por ende, debe
ser utilizado como una etapa previa a la integracion termodindmica.  Su uso potencia
enormemente los célculos numeéricos realizados en la asamblea candnica, permitiéndonos

prescindir de la costosa tarea de estimar analiticamente |os estados de referencia.
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Capitulo 4

Calculo de entropia en dos dimensiones

En el capitulo anterior se definid en general, la metodologia de trabajo cuando se
desea calcular la entropia de un sistema discreto empleando el Ilamado sistema ficticio.
Como pudimos ver, en los problemas unidimensionales, se recurrio a construir un modelo
en el que los entes no interactuaban entre si, sSino con un sustrato compuesto por sitios
fuertes y débiles cuyo nimero y distribucion en la red fueron escogidos de tal forma que el
nuevo sistema tuviese un estado base no degenerado. Cuando tratamos con sistemas cuya
conectividad es mayor que 2, la construccion de un sistema ficticio sigue siendo una tarea
sencillaa. Comenzaremos € capitulo resolviendo éste problema.  Posteriormente
describiremos la metodol ogia empleada para redlizar la simulacion de Monte Carlo en la
asamblea canénica. Por ultimo mostraremos los calculos de simulacion efectuados sobre
un sistema de dimeros adsorbidos sobre una red homogénea de conectividad cuatro,
restringiéndonos unicamente a caso repulsivo. Analizaremos esta informacion y haremos
una comparacion con célculos analiticos aproximados obtenidos utilizando Matriz de

Transferencia.

4.1 Sistema ficticio de dimeros en dos dimensiones

En la seccién 3.2 optamos por construir un sistema ficticio constituido por dimeros
gue interactuaban Unicamente con un sustrato formado por sitios débiles y fuertes.
Usaremos nuevamente este recurso adicionando esta vez un condimento més.

En la figura 4.1 podemos ver representada una configuracion particular de un
sistema (Sistema Real) de diez dimeros (N=10) situados sobre un red cuadrada de 64 sitios

(M=64). El cubrimiento en este caso es de q = 0,3125. Si consideramos la definicion
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genera del sistemaficticio presentada en la seccion 3.3, podriamos tomar esta distribucion
caprichosa y transformarla en el nuevo estado base, armando una nueva red en la cua la
posiciones de los sitios débiles deberian ser elegidas en los lugares que ocupan los entes (la
cantidad de sitios de cada tipo tendria que ser una vez mas la prevista en la ecuacion
(3.10)).

Sistema real a 0=0,3125
Figura4.1

Nosotros no procederemos de esta forma. La razon para ello se debe a que, a
medida que aumenta el cubrimiento, si elegimos como estados bases configuraciones muy
desordenadas, corremos el peligro de que e nivel de energia més bajo sea degenerado.
Los grupos de dimeros gque formen clusters demasiado grandes en los estados bases,
podran reordenarse de muchas formas posibles manteniendo la energia en su minimo
(como en € sistema ficticio la energia proviene de la ocupacion de los sitios de lared, ésto
mismo se puede expresar diciendo que existirdn muchas configuraciones en las que se
podrén ordenar los dimeros cubriendo en su totalidad las region de los sitios débiles).
Ademés, alos fines computacionales, resulta mas practico idear una manera sistemética de
construir el sistema ficticio. Dispondremos los dimeros en una configuracién mas
ordenada que se constituira en el estado base. En lafigura 4.2a se puede ver la distribucion
de sitios elegida. Al igua que en € capitulo anterior, los circulos representan los sitios
débilesy los cuadrados los fuertes. En realidad, con el sélo hecho de tomar tal distribucion,
no evitaremos la degeneracion del estado base. Como antes, seguimos teniendo el
problema de que algunos dimeros pueden reordenarse sin producir cambios en la energia.

En la figura 4.2b podemos ver una de las configuraciones pertenecientes al estado base.
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Existen otras en las que los dimeros tienen distintas orientaciones pero no han dejado de
cubrir los sitios débiles de la red. Por gemplo, los dos superiores podrian cambiar de
orientacién simultaneamente (ubicandose horizontalmente y a la vez cubriendo los sitios
débiles) sin modificar la energia de todo e sistema. Para solucionar € problema, le

agregaremos un elemento méas a hamiltoniano del sistemaficticio .

a)Distribucidn de sitios débiles y fuertes

Figura4.2

Ademas de que la energia dependa de la ocupacion de los dos tipos de sitios de la
red, supondremos que existe un aporte adicional debido alainteraccion de cada uno de los
dimero con un campo externo que tiene la propiedad de forzarlos a permanecer alineados.
Es decir, la energia minima del sistema se logrard cuando todos los entes ocupen los sitios
débiles y estén alineados en una misma direccion. Para que la configuracion mostrada en
la figura 4.2b se congtituya en €l estado base no degenerado que pretendemos, el campo
deberia forzar alos dimeros a permanecer verticales (verticales alos fines de lafigura). S
ahora rotamos un par de ellos, la energia de este nuevo estado seria mayor.

A continuacion escribiremos formalmente el hamiltoniano del sistema ficticio en
dos dimensiones. Usaremos la siguiente nomenclatura: i y j seran las coordenadas de los
sitios de lared, ¢;; lavariable de ocupacion de estos (0 si estavacioy 1 si estalleno), j i; el
tipo de sitio (por gemplo igual al s esfuertey 0 si es débil) y por Ultimo, w, la variable
de orientacion del n-ésimo dimero (que puede ser tomada como 0 si el dimero se encuentra
paralelo a campo externo y 1 s esta transversal a éste). Con estas definiciones, €l

hamiltoniano para un sistemaficticio de N dimeros estard dado por
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H =& . c +aw, 4.1)

donde la primera suma se extiende a todos los sitios de lared y la segunda a cada uno de
los dimeros. El hamiltoniano (4.1) podra facilmente extenderse a un nUmero mayor de
dimensiones.

Por ultimo, debe notarse que al construir el sistema ficticio, hemos tenido mucho
cuidado en cumplir las reglas generales establecidas en la seccién 3.3. Cada una de las
configuraciones permitidas del sistema real aparece en nuestro nuevo modelo.
Simplemente las hemos asignado a distintos niveles de energia. S por gemplo,
hubiésemos decidido conformar el sistema ficticio con dimeros heteronucleares (es decir,
diferenciar uno de sus extremos del otro), entonces e nimero de estados accesibles se

habria modificado (por un factor de 2V).

4.2 Simulacion de Monte Carlo en la asamblea candnica

Para realizar la simulacion de Monte Carlo en la asamblea canoénica, generaremos
un proceso de Markov definido en términos de la probabilidad de aceptacion de
Metropolis. Esta probabilidad de transicion Wi desde un estado inicial i a estado
subsiguiente (final) f, viene dada por
W, =min{ 1, exp(- dH /k,T)}=min{ 1, exp|- (H, - H,)/k,T|} (42

donde dH es la diferencia de energias entre ambos estados del sistema. La eleccion de las

configuraciones entre |as cuales se haran los intentos se efectlia mediante un algoritmo que,

para el caso de dimeros, posee |0s siguientes pasos.

1. SefijaTy M distribuyéndose N dimeros sobre lared.

2. Se selecciona a azar auno de ellosy alavez, un par de sitios vacios vecinos entre si
de entre todos | os pares posibles de este tipo.

3. Laconfiguracion inicial i es simplemente la configuracion actual. En cambio, lafinal
f, es aguella que se obtiene cambiando el dimero seleccionado de su posicién original, a
la de los dos sitios vacios que se eligieron anteriormente.

4. Caculamos la diferencia energética entre estos dos estados y con ella la probabilidad

detransicion W .
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5. A continuacion, se genera un nimero aestorio x 1 [0,1] con & que se decide S se
realiza el cambio de configuracion. Seguimos el siguiente esquema: si X £ W el cambio
se redliza, en cualquier otro caso se dga a sistema en la configuracion que se
encontraba.

6. Serepite todos los pasos desde el punto 2 al 5 un gran nimero de veces.

Para redlizar los célculos, descartamos a comienzo una dada cantidad de pasos de
Monte Carlo (un paso de Monte Carlo consiste en realizar la secuencia anterior M veces)
hasta alcanzar e régimen de equilibrio. Luego sobre un nimero m de ellos promediamos
la variable deseada. Nosotros estaremos interesados en calcular la energia media y la
capacidad calorifica (ambas por sitio de red) cuando se llegue a equilibrio termodindmico
alatemperatura T

1

U(M,N,T):M<H>T (4.3
C,(M,N,T) =w (4.4)

<...>r simboliza el promedio de la cantidad encerrada tomado a lo largo de los m estados
visitados en latrayectoria.

Es oportuno discutir e problema particular que surge en la simulacién cuando
deseamos calcular valores medios en €l limite T® ¥ . Esta condicion se logra facilmente
si observamos detenidamente la probabilidad de Metropolis (4.2). En este limite, cualquier
cambio finito de energia conduce en rigor a W=1. Esto quiere decir que en la simulacion
deben permitirse todos los intercambios propuestos por el algoritmo. En cambio, en €
limite T® O, slo estaran permitidas evoluciones que minimicen la energia o que no
tiendan a cambiarla. Todas estas situaciones extremas pueden ser generadas en una

simulacion de Monte Carlo.
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4.3 Resultados de la simulacion de dimeros interactuantes

adsorbidos en unared cuadrada

Ahora que hemos decidido como construir € sistema ficticio y que conocemos
como redlizar la simulacion de Monte Carlo, estamos en condiciones de acceder a los
estados de referencia. En la figura 4.3 se muestran las medidas obtenidas para un tamafio
de red de 96x96 sitios (M=9.216). A pesar de que también se trabagjé con tamafios de
24x24 y 48x48, la convergencia es lo suficientemente rgpida como para que 96x96
constituya un numero de sitios adecuado para realizar nuestro estudio. Los promedios de
las cantidades de interés efectuados sobre dicho tamarfio, tendran valores muy cercanos a

los que se obtendrian en €l limite termodinamico.

0.7 -
0.6 -
0.5
0.4
Sk ]
0.3
0.2

0.1 4

0.0

— T - 1 - 1 T 1 T T 1T "~ 1T T T T T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
q

Figura 4.3: Entropia por sitio de red en unidades de kg versus € cubrimiento, para un
sistema de dimeros sin interacciones laterales (0 lo que es o mismo, con cualquier tipo de
interaccion pero en el limite T® ¥) adsorbidos sobre una red de sitios homogéneay de
conectividad 4 (red cuadrada).

Analicemos la figura 4.3. Para calcularla se empled la integral (2.10). En éste caso
particular nos queda

S:@.T) _ dU.@_
Ke ()k T¢

d) Gdu ¢ (4.5)

Ue(0

|im-|—®¥
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yaque laentropiaa T=0 es cero. Unagréficatipicadeb vs. Ur se muestraen lafigura4.4
donde podemos apreciar los resultados de simulacion a cubrimiento 1/2 en el sistema
ficticio. El éreatota bajo la curva corresponde a la entropia por sitio de red en unidades

dekg en e limite T® ¥ (yaqgue Ur eslaenergiamediapor sitio dered). El valor obtenido

fue de 0,635. Estaeslaentropiadel sistemareal cuando T® ¥
lim,,S.(=1/2T)=Ilim, S (@ =1/2T)=0,635

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Figura 4.4: Gréficade 1/kgT vs. la energia media por sitio de red a cubrimiento 1/2, , para
un sistema de dimeros sin interacciones laterales adsorbidos sobre una red de sitios

homogéneay de conectividad 4.

S observamos nuevamente la figura 4.3, podemos apreciar que, a diferencia del
caso unidimensona (figura 3.1), la entropia es distinta de cero cuando la red esta
totalmente cubierta de dimeros. Es facil darse cuenta que existen numerosas formas de
ordenar los entes incluso aq =1. Sin embargo, ésto no basta para asegurar que en €l limite
termodinamica la entropia no tenderd a cero. Para demostrarlo, calcularemos una cota
inferior para el valor de S a cubrimiento maximo, la cual como veremos, tiende a un valor
mayor que cero cuando M® ¥. Comenzaremos por estimar solamente una fraccién del
total de las configuraciones a g =1 y posteriormente tomaremos €l limite termodindmico

del logaritmo natural de esta cantidad dividido por € numero de sitios de la red.
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Ubiguemos todos los dimeros alineddos como muestra la figura 4.5a. Esta es una

configuracion permitida. En la figura 4.5b, se puede observar que hemos rotado tres pares

—

de dimeros.

Figura4.5

Existen 16 pargjas como éstas que son independientes entre si (independientes desde el
punto de vista de la libertad que tienen para hacer giros sin que os otros pares tengan que
reacomodarse). En cambio, si a agrupar los dimeros cada uno de ellos hubiese quedado
como parte de més de una pareja (por lo que tendriamos 32 de ellas), entonces cada par no
seria independiente de los otros. Pero gracias a la forma en que hemos procedido,
podemos rotar cada pargja sin preocuparnos que sucede con las vecinas. El nimero de
configuraciones que se pueden construir siguiendo este procedimiento es de 2. Existen
muchas mas que podemos construir a este cubrimiento. Sin embargo, €l aporte a la
entropia de este grupo reducido de estados es suficiente para convencernos que S no es

24 configuraciones de este

cero aqg =1. En general, para unared de M sitios, tendremos
tipo. La entropia por sitio de red en e limite termodindmico y cuando T® ¥, viene dada
por

lim,..S@=1T)=lim,_, k":\(/lz) =lim,_, kB'Z(Z) = 01733k, (4.6)

la cual es mayor que cero. Como dijimos anteriormente, ésta debe ser una cota inferior
para e vaor rea de entropia (el valor de entropia medido en la smulacién fue de S =

0,2964 para g = 0,9998 que es mayor que la cotainferior calculada).
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Ahora gue tenemos los estados de referencia, podemos calcular la entropia a una
temperatura finita. En la figura 4.6, se observa la gréfica de b versus Ur para el sistema
real a q =1/2. En € recuadro superior se muestra Cy versus la temperatura. La
discontinuidad en la capacidad calorifica se debe a que se produce una transicion de fase
del tipo orden-desorden cuando ks Tc/w=0,33 [7]. Este es el motivo por el cua hasta ahora
hemos empleado laintegral (2.10) en lugar de la (2.12) pararealizar nuestros calculosen la
asamblea candnica. Si deseamos la entropia del sistema real para este cubrimiento a una
temperatura determinada, debemos integrar la curva mostrada en la figura 4.7 desde Ug(¥)
hasta Ur(0)

S.@=05T) _ 635 pedu 4.7)
5 UR(T)

en donde hemos reemplazado €l valor de entropiaen el limite T® ¥.
8 4

7

6 4 3 k,T./w=0,33

Figura 4.6: Gréficade w/kgT vs. Ur/w a cubrimiento 1/2, para un sistema de dimeros con

interacciones repulsivas laterales, adsorbidos sobre una red de sitios homogénea y de

conectividad 4. Més pequefio, Cy versus kgT/w en torno ala temperatura critica.

En lafigura 4.7 podemos ver la entropia por sitio de red en funcién del cubrimiento
en un rango extenso de temperaturas para dimeros en unared cuadrada de 96x96 sitios. La

curva para T® ¥ es exactamente la misma que aparece en la figura 4.3. Analicemos esta
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grafica. A q =1 la entropia no depende de la temperatura. Esto se debe a que todos los
primeros vecinos estdn siempre ocupados. La energia media por sitio de red es Ug(q
=1,T)=1,5 (en unidades de w), por lo que solo tendremos un nivel de energia con cierta
degeneracién paratodo T.

Para q =1/2 y 2/3 la entropia cae a cero en el estado base. Ademés, si observamos
bien, en torno a estos cubrimientos la entropia presenta un comportamiento peculiar. Cada
unadelacurvasen lafigura4.7 esunaisoterma. Entre ksT/w=0,34y kgT/w=0,32 , aparece
una variacion muy grande en S slo en un rango pequefio alrededor de q =1/2. Lo mismo
sucede en torno a q =2/3 pero entre kg T/w=0,20 y el estado base. Tratemos de explicar este

fendmeno.

0.8
—a— K, TIw=¥

0.74 ——kTw=1,00
—a—k,T/W=0,50
—v—k,T/w=0,34
064 _, k1m=032
——k,T/w=0,20

0.5 - —>—k,T/w=0,00

Sk,
0.4

0.3
0.2

0.1 5

00 ¢—+—r—+———F—+—7—F+1——rr—+— 1+
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

q

Figura 4.7: Isotermas de entropia vs. € cubrimiento, paraun sistema de dimeros con
interacciones repulsivas laterales, adsorbidos sobre una red de sitios homogéneay de
conectividad 4.

En lafigura 4.8 se muestra el diagrama de fase del sistema de dimeros con € que estamos
trabajando [7]. Debido a que la interaccion es repulsiva, cuando la temperatura y €l
cubrimiento estan situados dentro de una de las dos regiones identificadas con | y I, €l
sistema se ordenara en una fase. Ambas fases se muestran en lafigura 4.9. El origen del

cambio abrupto en la entropia, se debe a que € sistema experimenta una transicién de fase



del tipo orden-desorden cuando el estado de éste pasa a través de los limites que separan
las distintas regiones. En la figura 4.8 estos limites se representan mediante lineas

continuas gque encierran cada una de las fases.
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q

Figura 4.8: Diagrama de fase de dimeros con interacciones repulsivas laterales,

adsorbidos sobre unared de sitios homogéneay de conectividad 4.

Para convencernos de que la entropia cae realmente a cero, debemos contar €l
numero de configuraciones accesibles a sistema cuando este se encuentra en el estado base
y a cubrimientoq =1/2 y 2/3. De ahora en més, supondremos que cada una de las fases se
arma de la manera mostrada en la figura 4.9, y que no existen configuraciones del estado

base paralas cuales |os dimeros no se encuentran todos alineados.

Fase | Fase
Figura 4.9
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Esta suposicion se apoya fundamentalmente en los resultados de simulacion, ya que no se
observan estados de minima energia en los cuaes los dimeros tengan orientaciones
diferentes entre si.
En e primer caso es facil demostrar que, en una red de M sitios con cubrimiento
1/2, el nimero de estados con energia cero sera
g,=8 paraq =1/2 (4.8
ya que existen dos orientaciones posibles y cuatro formas de ubicar todos los dimeros
(alineados) en cada una de ellas (considerar condiciones de borde periédicas y un tamafio
de red adecuado para que se pueda armar |la fase correspondiente). La entropia por unidad

dered es cero en €l limite termodinamico

S.(q=1/2T) ~lim, .., kB|\I,|n8 o 4.9)

IiI’nT®O

B
Para cubrimiento 2/3 tenemos un caso similar. Para contar los estados procedemos de la
siguiente manera. Supongamos gue la red cuadrada de M sitios tiene un ancho L de tal
formaque M=LxL, L=M¥2. Existen tres formas distinguibles de colocar la primer columna
en una direccién particular manteniendo un sitio vacio entre dimeros. Luego, € resto de
las columnas (un total de L-1), tendran cada una de €ellas sélo dos posiciones para ubicarse,
de tal forma de mantener constante el nimero de enlaces en dos por dimero (ésto asegura
gue la energia media por sitio de red en el estado base sea 1/3 en unidades de w). Cadauna
delas L-1 columnas podran hacer ésto en forma independiente una de otra. Por Ultimo,

debemos tener en cuenta las dos orientaciones posibles de lafase

g,, =32"12=32" paraq =2/3 (4.10)
Nuevamente la entropia sera cero en e limite termodinamico
. =2/3T) .. k.In(3.2") .. ak.In3 k.In20
IImr®0 SR(q K ) :“mM®¥ ° |\E| ):“mM®¥g BM + I\B/|1/2 ;:O (4.11)
B

En las ecuaciones (4.9) y (4.11) podemos también apreciar la dependencia de la entropia
del estado base con el tamafio de la red para estos dos cubrimientos particulares. En la
figura 4.10 se muestran estas curvas y los calculos de simulacion para redes de distintos

tamano.
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Figura 4.10: Entropfa del estado base versusM™ paraq = 1/2, 2/3.

Por dltimo, resultainstructivo comparar estos calculos de simulacion con resultados
analiticos aproximados realizados sobre este mismo sistema por A. J. Phares et a. [12]
empleando e método de Matriz de Transferencia. Esta técnica ha sido utilizada
anteriormente para encontrar una solucion exacta (pero no general) a problema de N
mondmeros con interacciones laterales adsobidos sobre una red cuadrada de sitios
(equivaente al Ising en 2D) [6,13]. En el caso de dimeros, solo se pueden realizar calculos
sobre redes rectangulares sin condiciones de borde periédicas, de un ancho finito y un
largo que s puede ser tomado como infinito. En particular, Phares presenta los resultados
para anchos de red que van de d=1 hasta d=5 sitios. Los céalculos fueron realizados con la
ayuda de una computadora CRAY. En lafigura4.11, se muestran comparaciones entre |os
resultados de simulacién y los de Matriz de Transferencia. Como vemos, |las discrepancias
son importantes debido a que los anchos de red utilizados son muy pequefios. Sin
embargo, la intencion de Phares no fue obtener buenas curvas de entropia sino, inferir de
estos calculos e nimero y la naturaleza de las fases que se presentan en el sistema en €l
l[imite termodindmico. Del andlisis de laentropiadel estado base concluye que
» Hay unafase en g=1/2 con entropia cero a T=0.

» Hay unafase en g=2/3 con entropia mayor que cero a T=0.

» Existelaposibilidad de que haya unafase masaq > 2/3.
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Y a que actualmente se conoce el diagrama de fase de este sistemay que disponemos de la
entropia del estado base calculada en la simulacién, podemos afirmar que

v Hay unafase en q=1/2 con entropia cero a T=0.

v" Hay unafase en g=2/3 con entropia cero a T=0.

v" No hay mas fases en €l sistema (con interacciones repulsivas).
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Figura 4.11: Comparacion entre célculos de entropia vs. cubrimiento, efectuados con

Matriz de transferenciay simulacién de Monte Carlo.

4.4 Sumario

Como hemos visto, € método del sistema ficticio nos permite calcular los estados
de referencia en la asamblea candnica. En el préximo capitulo, desarrollaremos diferentes
aproximaciones que seran comparadas con los resultados numéricos. Utilizaremos la
informacion de simulacién para discernir que método analitico es realmente adecuado para

calcular |os estados de referencia.
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Capitulo 5

Aproximaciones analiticas de estados de r eferencia

Como hemos visto en los capitulos 3 y 4, se pueden calcular estados de referencia de
entropia por medio de métodos numéricos. En este capitulo realizaremos esa misma tarea
pero, esta vez, desarrollando diferentes aproximaciones analiticas. Seguiremos trabajando
sobre € problema de multiple ocupacion de sitios, y en particular, con un sistema de
dimeros adsorbidos sobre unared cuadrada.

En la seccion 2.2 del capitulo 2 se mostré un gemplo en e cual, por medio de
integracion termodinamica, se obtuvo la entropia de un gas de red unidimensional de
mondmeros con interacciones repulsivas a primeros vecinos. El célculo, llevado a cabo en
la asamblea canonica, se reaiz6 con la ayuda de estados de referencia encontrados
analiticamente. En los problemas de multiple ocupacion de sitios (como es € caso de
dimeros), la tarea no es tan sencilla ya que en general, no es posible calcular exactamente
el nimero de estados accesibles a sistema. Con esta informacion, podriamos estimar €l
mismo tipo de estados de referencia que aparecen en la ecuacion (2.14) (la entropia del
sistemaen e limite T® ¥). Comunmente, los argumentos que conducen a dichos célculos
para mondmeros, no pueden ser aplicados estrictamente en un sistema de dimeros.

En la primer seccion de este capitulo, describiremos las dificultades que surgen al tratar
de redlizar calculos directos del nimero total de estados accesibles a sistema g y
elaboraremos las dos primeras aproximaciones analiticas para bajos cubrimientos.
Posteriormente, recurriremos a método de expansién en coeficientes del Virial, calculando
solo hasta €l término cuadratico de la serie. En las Ultimas secciones, describiremos como
mejorar las aproximaciones empleando € |lamado balance de ocupacién, y también
calcularemos €l tercer coeficiente del Virial con el propésito de mejorar los resultados
obtenidos en la seccion 5.2.
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5.1 Aproximacion de la entropia mediante calculos factoriales

El calculo de g; (el nimero total de estados accesibles) es un problema trivial para un
conjunto de N monémeros, distribuidos al azar sobre una red de M sitios con conectividad
g Para obtenerlo razonamos como sigue: construyo cada una de las configuraciones
permitidas tomando, de a uno por vez, a cada uno de |los mondmeros para posteriormente
colocarlos sobre los sitios libres de la red. El primer ente elegido tendrd M sitios
disponibles para situarse. El siguiente (M-1), €l tercero (M-2), y por ultimo, €l N-ésimo,
tendra (M-N+1). El producto de estos nimeros daria las posibles configuraciones para un
grupo de N monémeros distinguibles. Para considerar la indistinguibilidad, debemos

dividir por N! ya que ésta es la cantidad de veces que se repite cada configuracion

M(M-)(M-2)..(M-N+D) _ M! oM 6

9,(M,N) = NT NI(M - N)! gN z

(5.1)

Tomando €l logaritmo natural y luego empleando la formula de Stirling, se pueden
reproducir los estados de referencia que aparecen en la ecuacion (2.14) del capitulo 2.
Debemos destacar que (5.1) no depende de g La razdn para €ello se evidenciara a
continuacion.

Al tratar de calcular g(M,N) para dimeros siguiendo un procedimiento similar al
anterior, nos encontramos con un serio problema. Si tomamos el primero de los N dimeros
disponibles y lo situamos sobre la red, veremos que éste tiene gM/2 posibles
configuraciones distinguibles para ubicarse sobre los sitios vacios (existen gM/2 pares de

sitios primeros vecinos). Esta situacion es diferente de la que se presenta para mondmeros.

Figura 5.1: a) Estados prohibidos por un dimero aislado. b) Estados prohibidos por

cuatro dimeros. El par superior excluye 14, € inferior, s6lo13.
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La conectividad de la red juega ahora un papel muy importante ya que los entes ocupan
mas de un sitio a lavez. Si deseamos ubicar un segundo ente, € nimero de formas de
realizar estatarea sera [gM/2-(2g-1)], ya que €l primer dimero no sélo excluye su posicion
(el par de sitios primeros vecinos en e que esta situado) sino que también, las
configuraciones (de particula simple) que comparten alguno de los sitios que é ocupa. En
la figura 5.1a se pueden apreciar las posiciones (marcadas con 6valos punteados) que el
primer dimero le excluye al segundo en unared de conectividad 4. Como g= 4, e nimero
de configuraciones prohibidas sera 7. Ahora podemos calcular g; para dos dimeros
situados sobre unared arbitraria

g.(M,2) = % ><9’V'7 xéﬂ - (2g- 1)§ (5.2)
Se ha dividido por 2! para considerar la indistinguibilidad de estos dos entes. En
apariencia, una generalizacion obvia de los razonamientos que condujeron a (5.1), seria
suponer que cada dimero nuevo sobre la red coopera excluyendo (2g -1) configuraciones
més. De esta forma podriamos calcular exactamente g((M,N). Lamentablemente ésto no es
cierto. Observemos los cuatro dimeros de la figura 5.1b. El par que se encuentra en la
parte superior de lared, excluye un total de 14 configuraciones (7 por cada uno de ellos) a
un quinto dimero (para el cual deseamos conocer la cantidad de configuraciones en las que
podria estar si ya hay cuatro de ellos sobre la red). Sin embargo, € par inferior slo
excluye 13. Una inspeccién de la figura nos permite verificar este numero. Con trazo
continuo, se ha sefialado una configuracién que es mutuamente excluidas por cada uno de
los dimeros. Si este efecto no se manifestara (como en el caso de mondmeros), deberiamos
haber computado un exclusién total de 28 configuraciones. Pero la proximidad del par de
dimeros inferior, posibilita que solo se prohiban 27 de ellas. En pocas palabras: la cantidad
de estados que le son prohibidos a un nuevo ente, depende del nimero de dimeros sobre la
red y de la configuracion en la que éstos estan dispuestos. Por lo tanto, no es posible
realizar un calculo tan sencillo que nos lleve a un producto del tipo (5.1). A continuacién,
construiremos la dos aproximaciones méas sencillas que surgen de los razonamientos
precedentes.

La primera de €ellas consiste en despreciar la exclusion que genera la presencia de los
dimeros sobre la red. Es decir, cada nuevo dimero siempre verd un total de gM/2
configuraciones accesibles. Esto nos conduce a una expresion para g; (y la entropia) que
sobrestima el nimero de estados permitidos. Es de esperar que esta aproximacion sea una
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cota superior para la solucién exacta. Debido a que constituira nuestro primer grado de
aproximacion, denotaremos esta funcion con el subindice o

S@ v /2)"t_qé€ | ol 53
kB |mM®¥M E‘TH 221- ngg% ()

Como siempre, hemos empleado laformula de Stirling para aproximar €l logaritmo natural
de los nimeros factoriales. S(q) es la entropia por sitio de red en el limite termodindmico
y cuando T® ¥. Es por este motivo que sblo es funcion del cubrimiento. De ahora en
mas, siempre trabajaremos con entropia por sitio de red y en los limites sefialados.

Una segunda aproximacion, contempla la exclusion de (29 -1) configuraciones por cada
dimero sobre la red. Un producto similar a de la ecuacién (5.2) nos permite estimar el

nimero de estados posibles

1|gw M U6V U eV W
M,N 2 - X2 o (2] - 1).27 %002 - (2] - 1N - 1)
gu( ) 82 ( )HSZ ( ) H 82 ( )( )%
_(29-1)”", M € gV 0é gv u_é g V|
M,N) = 3 1 - 2§ - (N- 1)
9.(MN) = g - ) Bl - ) Bl ) 2 e (MY
oo 1)
N 2(2g - 1) 4
g,0m.8)= -1 = 29- Y5 (5.4)
oE M
§20g-1) 5

Tomando e logaritmo de (5.4) y empleando la aproximacion de Stirling, Ilegamos a la

siguiente expresion parala entropia

Sk(q)_llmM®¥|ngu(M N)
S@_a,,9 g é (29-1qu

. 2@ 1)1‘.’1 218 g & 69
Este ultimo calculo sobrestima la exclusion que provocan los dimeros sobre la red. Es
decir, estamos contando menos configuraciones que las realmente permitidas. La funcién
(5.5) serd una cota inferior para la solucion exacta. En la figura 5.2 se observa una
comparacion entre la entropia calculada en la ssimulacién y las dos aproximaciones
anteriores para g=4. Como esperdbamos, § y S acotan la solucion exacta. Notemos que
S, esta definida solo en un rango restringido de cubrimiento (S esta definida en todo €
rango). Esto se debe a que la exclusion gque supusimos que originaba cada dimero fue
excesiva. Por este motivo, en la segunda de nuestras aproximaciones, los estados
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permitidos se agotaron muy rdpidamente. Intuitivamente se puede ver que, en promedio,

cada dimero excluye menos de (2g-1) configuraciones..

0.8 o

0.7 5
oo ® o0 000 o °
c.....

O
o
ui o°
f B
o
o©
‘o)

Simulacion

—o—S,(q)
——3S5,(q)

Figura 5.2: Aproximaciones andliticas efectuadas mediante célculos factoriales de los

estados de referencia de entropia para dimeros adsorbidos sobre una red cuadrada (g = 4).

A pesar de estas dificultades, se observa claramente que S, mejorala primer aproximacion.

5.2 Expansion en coeficientesdel Virial

La expansiéon en coeficientes del Virial es una técnica muy usada para aproximar la
ecuacion de estado a bajas densidades. Siguiendo la misma metodologia, se pueden
obtener todas las funciones termodindmicas de interés como series de potencias de la
densidad. En esta seccién, calcularemos los estados de referencia siguiendo estos mismos
lineamientos. Lo coeficientes de la expansion no seran deducidos ya que € lector puede
consultar libros de texto avanzados de M ecani ca Estadistica que tratan el tema[6,13,14].

Lagran funcion de particidn para un sistema discreto viene dada por la expresion
X(M,T,1)=8 1" Q(M,N,T) (5.6)

M (el nimero de sitios) juega el papel del volumen, Nmax €s € nimero maximo de entes
gue pueden ingresar a sistemay | lafugacidad definida por

| =¢e™ (5.7)
Como la funcion de particién cuando T® ¥ (0 lo que es lo mismo, en ausencia de
interacciones) es igual a numero de estados accesibles g;, entonces en este limite, (5.6)

gueda
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X(M,1)= & 1".g.(M,N) (5.8)

El producto bmse supone finito en el limite T® ¥ .

En e método del Viria se trata de obtener la ecuacion de estado como un serie de
potencias de la densidad. Esta tarea no es sencilla ya que, en la asamblea gran candnica,
tanto la presion como la densidad se expresan comunmente Como expansiones en series de
potencias de lafugacidad (en general paratodo T)

PMb =InX(M,T,I) (5.9

N1 afinX(M,T )8
M ME& NI g,

Aqui Peslapresiony r ladensidad. El camino paravincular estas dos cantidades consiste

(5.10)

en invertir unade las series. Describiremos este proceso a continuacion.
Comenzamos por definir la actividad z como
2= $M.D (5.11)
M

y lafuncion configuracional canénicaigua a

N

& M 0
Z,(M)=N! £ 9,(M,N) (5.12)
ggt (M ’1) (%]
En funcidn de estas cantidades, la gran funcién de particion (5.8) se puede expresar como
X(M,2) =1+ g’*ZN&“I“sz (5.13)

yaque g(M,0)=1. En primer lugar se encuentran los coeficientes b; de la expansion de Pb
en potencias de z, expresandolos en términos de las funciones de particion de 2,3,.... y N
cuerpos. Luego, los coeficientes de la expansion de r en potencias de z, se vinculan con
los by anteriores. Se invierte esta Ultima serie y, con la actividad en potencias de la
densidad (con coeficientes &), regresamos a principio sustituyendo z(r ) en la expansion de
la presion. Nosotros no estamos interesados en la ecuacion de estado, sino en la actividad

en términos de la densidad
z(r)= é ar’ (5.14)
A partir de z podemos obtener la fugacidad (por medio de la definicién (5.11)) y con €lla,

la entropia del sistema como una funcién del cubrimiento (g=2r para dimeros). Para el

caso especia de dimeros tenemos
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lim. ey INl =limg o, bm=-2— (5.15)

d
qu

Sliq) =. ydm dq¢ (5.16)

B

Seguiremos este procedimiento para calcular |os estados de referencia
Calculemos la actividad hasta e segundo coeficiente del Virial para dimeros sobre una
red de conectividad 4. Los primerostres b; son [14]

1 1
. b, 2M(z z?) | b3=3—M(23-32221+2213) (5.17)
y los g estan relacionados con estos coeficientes como sigue
aizé a,=-2b, , a=-3 +802 (5.18)

De las ecuaciones (5.12) y (5.2), calculamos la funcién configuracional canonica para uno
y dos cuerpos

Z,(M) = N'aez“ffg(M N) = N!gt(M,N)
Z(M)=M (5.19)

Z.(M) = M (2|v| 7) (5.20)

En los desarrollos anteriores hemos tomado el nimero de estados accesibles para un solo
dimero g(M,1) igual a2M. Con estas funciones se pueden calcular by, by, a1y a,

7 7
b=1, b=-- , a=1, a=- 5.21
1 S, 0 & 3= (5.21)

Con los coeficientes anteriores podemos expandir la actividad hasta €l término cuadrético

zZ(r)=r +;r2+ ......... (5.22)

Pero de acuerdo a la relacion (5.11) entre zy |, y teniendo en cuenta que g=2r para

dimeros, podemos encontrar |a fugacidad como una serie de potencias del cubrimiento

B Y
I =2+ —Qg° +. 5.23
@)=+ (5.23
Por dltimo, empleando (5.16), calculamos nuestra tercer aproximacion a la entropia (ver
apéendice A)
S,@) q,a80 & .90 0
2 — _7|n A+ nél+ = 5.24
K, 284y & 24 & qz (524
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En lafigura 5.3 se muestra la comparacion entre todas |as aproximaciones realizadas hasta
este momento. Puede observarse que (5.24) no ha mejorado el acuerdo logrado con S;.
Sin embargo, podemos apreciar que la nueva aproximacion esta definida en todo € rango
de cubrimiento.
0.8 4
0.7 —
0.6 —

sik. *° ]

0.4

0.3 +

0.2 H

Figura 5.3: Comparacion entre las aproximaciones analiticas obtenidas por célculos
factorides (S y S, la encontrada obtenida con la ayuda de la expansion en coeficientes
del Viria (S) y los resultados de simulacion. Las curvas representan los estados de

referencia de entropia para dimeros adsorbidos sobre unared cuadrada (g = 4).

En la siguiente seccion, desarrollaremos un método analitico con el cual mejoraremos

las aproximacién hasta ahora realizadas.

5.3 El balance de ocupacion

En la asamblea gran candnica, el nimero medio de particulas se puede calcular a partir

de la gran funcién de particion por medio de (5.10) la cual, en € limite con T® ¥, viene

dada por
N =| MQ (5.25)
g ol 2
Despejemos | * de la ecuacion anterior
gaHnX(M )0
=€ W & _RMI) (5.26)

N N
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Llamaremos a la relacion anterior Balance de Ocupacion. En lo que sigue, nuestro
proposito sera interpretar e significado de la funcion Rdefinida en (5.26). Esto nos
ayudara a elaborar una nueva aproximacion en la proxima seccion.

El nimero de estados accesibles para N particulas indistinguibles puede escribirse
como

Y.(M,N)

g.(M,N)="15

(5.27)

donde Y{(M,N) es el nimero de estados posibles para N particulas distinguibles. Cada uno
de los estados computados en g«(M,N) aparecen N! veces en Yi{(M,N). Para encontrar
0:(M,N+1), primero calcularemos Y{(M,N+1). Recordemos que en general, los estados
accesibles a la particula que se agrega, dependen de la configuracién en la que se
encuentran las restantes particulas sobre la red. Por lo tanto una forma de calcular
Yi(M,N+1), consiste en sumar, para cada una de las configuraciones de Y;(M,N) (las cuales
designaremos con € subindice i), los estados R(M,N) a los que puede acceder la nueva

particula, cuando sobre lared ya hay adsorbidas N de ellas

\((M,N+1):W%;N)R(M,N) (5.28)
(Por ejemplo, para monémeros, Ri(M,N)=M-N para cualquiera de las configuraciones de N
particulas presentes sobre la red). Tengamos en cuenta que R(M,N), depende solamente de
la configuracién en la que estén dispuestas las N particulas sobre la red, sin importar si
éstas son distinguibles o no. Es decir, en la suma (5.28), cada uno de los términos se
repetira N! veces. Por lo tanto, sumaremos sobre los estados indistinguibles,
multiplicando por € factor anterior. g((M,N+1) vendra dado por larelacion
Y(('\Icl ’+N1)J!r1) (N 14;1)! N'ah (M.N)= (N1+1) (él)R (M.N) (529)
S definimos R(M,N) como el valor medio de R(M,N) promediado sobre los estados
g:(M,N), laecuacion (5.29) se transformaré en la siguiente expresion

N +1) = 9.(M,N).R(M,N)

9.(M,N+1)=

g.(M N (5.30)
donde
RM,N)=— L "S'R(M.N) (5.31)

g, (M , N) i=1
(Debemos notar que para mondémeros, R(M,N) es igual a R(M,N)). A continuacion,

demostraremos que € valor medio de R(M,N) calculado en la asamblea gran canénica
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(cuando T® ¥), esidéntico a representado por lafuncion R definida en la ecuacion (5.26).

Escribamos este promedio

1 Ndex gt(M N)

el arm, )X(MI)N=

N.gt(M,N).R(M,N) (5.32)

QJOE

R(M,l )=

Notemos que la Ultima suma se extiende hasta Npax-1 yYa que R(M,Nix)=0. Utilizando

(5.30) reescribimos la tltima ecuacion

R(M,| )_X(I\/ll | )Néi “(N+1).9,(M,N +1) (5.33)

Por ultimo hacemos & cambio de variable N+1® N’

|-1 NgBX N¢
X(M, |)§1I N, (M.N§ =

—\Zz

R(M,I)= (5.34)

Pararealizar €l Ultimo paso, hay que tener en cuenta que €l valor de la suma no cambia si

ésta comienza desde e término N=0. Despejando | ** recuperamos la ecuacion (5.26).
ﬁ(M ,|) representa el nimero medio de estados que una nueva particula puede ocupar

(estados de particula simple) en funcion de M y | . Debido a que la fugacidad determina el

nimero medio de particulas presentes en el sistema, podemos tomar como variables
independientes a M yﬁ. La funcién ﬁ(M , N) puede ahora ser interpretada como €
namero medio de estados que una nueva particula puede ocupar, cuando hay un

ntimero medioN de ellasen e sistema.

Tratemos de entender intuitivamente que representa la ecuacion (5.26). En €
equilibrio termodinamico, la probabilidad de que una particula pueda ingresar a sistema,
debe ser igual alaprobabilidad de abandonarlo. De estaforma se puede mantener estable
un nimero medio de entes. Ahorabien, la probabilidad de abandonarlo es proporcional al
nimero de particulas en € sistema, y la probabilidad de ingresar, debe ser proporcional a
la cantidad de estados que le son accesibles a las nuevas particulas. Por lo tanto, en el

equilibrio, se tiene que lograr un balance entre Nyﬁ(MN). Este es €l origen de la

denominacion balance de ocupacion.

Seguin los razonamientos precedentes, una forma de estimar la fugacidad consiste en

encontrar la funciébnR. En la préxima seccidn, haremos uso de este enfoque para

aproximar nuevamente |os estados de referencia de entropia.
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5.4 Aproximacion de la entropia empleando €l balance de
ocupacion

En esta seccion, cacularemos la fugacidad aproximando la funcion F~€(M : N).
Posteriormente, empleando (5.16), estimaremos la entropia. Antes de comenzar, veremos
algunos resultados sencillos que se pueden lograr empleando el balance de ocupacion.

En la primer seccién de este capitulo, se elaboraron dos aproximaciones béasicas a
problema de dimeros adsorbidos sobre una red cuadrada, empleando célculos factoriales.
Tanto § como S, pueden ser reproducidas en una forma mas natural haciendo uso del
balance de ocupacion. Los razonamientos empleados originalmente para aproximar
gi(M,N), pueden ser nuevamente utilizados para estimar R(M, N). En e primer caso, se
supuso que & nimero de estados accesibles para los nuevos dimeros era simplemente
gM/2. Es decir, los entes no se veian entre si. En € segundo, se incluy6 una exclusién
generada por los dimeros presentes en lared. Asi, € nimero de estados accesibles para la
nueva particula, pasd a ser gM /2- (2g- )N. Estas estimaciones de R(M,N) nos
conducen, en el limite termodinémico, a dos aproximaciones para la fugacidad

. L M/2
lim,,.1*=lim,,, Y S :3 (5.35)

gM/2- (29-ON _g _ o 4 (5.36)
N q

Integrando € logaritmo natural de estas cantidades para g = 4, obtenemos nuevamente las

. PEERT
lImM®¥| 1 lImM®¥

aproximaciones S y S (ver apéndice B). Como se puede apreciar, €l empleo del balance
de ocupacion, nos ha evitado los calculos factoriales que nos condujeron a las ecuaciones
(5.3) y (5.5). Notemos también que, como fruto de la comparacién entre (5.35) y (5.36), se
puede interpretar que € primer término de ambas, corresponde a una aproximacion ideal,
en la que los entes se comportan como totalmente independientes. A su vez, € segundo
término de (5.36), incluye una interaccion configuraciona entre los dimeros, permitiendo
considerar aproximadamente (aunque excesivamente) la exclusion de estados.

A continuacién elaboraremos un nueva aproximacion para € sistema de dimeros
empleando el balance de ocupacion. En primer lugar, encontraremos una expresion exacta

que relaciona (para cualquier conectividad) R(M, N)con C(M,N), el nimero medio de

primeros vecinos. Posteriormente, aproximaremosi (M, N) suponiendo que los dimeros
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interactUan esencialmente de a pares. Finalmente, daremos un Ultimo paso aprovechando
quecuando | ® ¥, q® 1.

Consideremos nuevamente la figura 5.1b. Como se mostré anteriormente, el par de
dimeros que se encuentra en la parte superior, excluye un total de 14 configuraciones a un
nuevo dimero. El par inferior, sdlo 13. ¢A qué se debe esta diferencia?. Una inspeccion
minuciosa del problema nos conduce a la siguiente conclusion: s los dimeros no
comparten primeros vecinos, cada uno de ellos excluye (2g-1) configuraciones. Cuando la
proximidad se incrementa, la exclusion total disminuye. Este comportamiento se debe a
que, cuando dos dimeros comparten primeros vecinos, los évalos de la figura 5.1b (que
representan las exclusiones causadas por cada uno de los dimeros), se superponen.
Suponer que cada dimero excluye siempre (2g-1) configuraciones, nos conduce a contar
erroneamente dos veces aquellos estados prohibidos simultdneamente por dos particulas.
Ahora bien, ¢cdmo esta relacionado € nimero de primeros vecinos en un configuracion
particular, con la cantidad de estados excluidos por ésta?. La respuesta es sencilla. Si el
nimero de primeros vecinos es cero, N dimeros sobre lared le excluirdn (2g-1)N estados a
la nueva particula. Pero si la cantidad de primeros vecinos de la configuracion i-ésima es
Li(M,N), entonces la exclusién sera disminuida por esta misma cantidad. Esdecir,

Exclusionreal =(2g- YN - L, (M,N) (5.37)
Cada primer vecino implica una superposicién de évalos. Luego, cada una de estas
superposiciones implica que se dgja de excluir una configuracion (una menos de las que se
excluian cuando todavia no se habia formado ese enlace de primeros vecinos). Por |o
tanto, el nimero de estados posibles R(M,N) para la nueva particula cuando las N sobre la
red se encuentran en la configuracion i-ésima, se obtiene como la diferencia entre gM/2 (el
nimero de estados accesibles para una red vacia) y la ecuacion (5.37) (que representa la

exclusion causada por la presencia de los dimeros en dicha configuracion)
R(M,N)=="=- (2g- JN+L,(M,N) (5.38)

Por supuesto, a pesar de que no se sefiala explicitamente, Li(M,N) depende de la
conectividad de la red. La ecuacion (5.38) es una relacion exacta solo para € caso de
dimeros. Para calcular la fugacidad utilizando € balance de ocupacion, debemos calcular
el valor medio de (5.38)

ﬁ(M,N):%- (2g9- DN +L(M,N) (5.39)
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donde

~ 1 xgw

L(M,N):m a L (M,N) (5.40)
Este es € nimero medio de primeros vecinos calculado en la asamblea candnica
(aprovechamos en esta ocasion, que los resultados obtenidos en los distintos ensambles,
son esenciamente iguales en € limite termodindmico. Esto nos habilita a calcular €
promedio (5.40) y a sustituir N por N). A continuacion, realizaremos una aproximacion
de (5.40).

Una forma simple de introducir interacciones en un sistema de particulas, consiste en
reducir el problema de N cuerpos a de 2. ES comin suponer (como una primera
aproximacion), que las particulas solo interactlan de a pares, y que estos pares (formados
entre las N particulas tratadas como indistinguibles) son independientes. Con tal método se
puede deducir, por gemplo, la ecuacion de Van der Waals [6,15]. Para aproximar (5.40)

en e caso de g = 4, primero calcularemos exactamente L(M,2). Posteriormente, para
poder obtener LC(M,N), multiplicaremos esta cantidad por e nimero de pares
indistinguibles

N(N - 1)
2

El nimero medio de primeros vecinos para dos particulas se puede calcular en forma

(5.41)

exacta. En la seccion 5.1, se calculé el nimero total de estados accesibles gi(M,2)
(ecuacién (5.2)). En la mayoria de €ellos, los dimeros se encuentran algjados uno de otro
sin formar ningan primer vecino. Sin embargo, hay un pequefia fraccién de las
configuraciones para las cuales Li(M,2) toma valores distintos de cero. Sblo pueden existir
configuraciones en las que los dimeros presenten cero, uno o dos primeros vecinos
ocupados. Denominaremos con g.(M,2), a nimero de configuraciones con L primeros
vecinos ocupados (L=0,1,2). Una consecuencia de esta definicion eslasiguiente

0.(M,2) = 5 9.(M,2)=g,(M 2)+g,(M,2) +7,(M 2) (5.42)

También podemos reescribir e promedio (5.40), sustituyendo la suma a través de los

estados, por lasumaalo largo de los nUmeros de primeros vecinos posibles

3
2= 20 Mg M21rg.m2:2
T g.(M,2)

(5.43)
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Para calcular g1(M,2) observemos la figura 5.4a. Con rectangulos punteados se han
sefia ado las 14 configuraciones en las que puede situarse un segundo dimero compartiendo
sblo un primer vecino. Para calcular € nimero total de configuraciones de este tipo,
razonamos como sigue. En primer lugar, tenemos 2M formas de colocar € primer dimero.
Para situar €l segundo en una de las configuraciones mostradas en la figura 5.4a, tenemos
14 posibilidades. Como los dimeros son indistinguibles, gi(M,2) viene dado por

9,(M,2) :;ZM.14:14M (5.44)

En la figura 5.4b, se aprecian las dos configuraciones en las que un segundo dimero se
puede situar para formar dos primeros vecinos. El nimero de configuraciones

indistinguibles de este tipo sera
9,(M,2) =;2M 2=2M (5.45)

Teniendo en cuenta (5.43), (5.44), (5.45) y (5.2), calculamos € numero medio de
primeros vecinos para dos dimeros

_14M.1+2M2 18

L(M.2)= M2M-7)  (2M-7) (5:46)

Figura 5.4: a) Estados en los que un segundo dimero mantiene un sélo primer vecino

ocupado. b) Estados de dos primeros vecinos ocupados.

Por dltimo, s multiplicamos la ecuacién anterior por € nimero de pares (5.41),
encontramos la aproximacion de (M, N) que estdbamos buscando

N(N-1) _9N(N-1)
2 (2M - 7)

L(M,N)» L(M,2)x (5.47)
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Ahora estamos en condiciones de calcular la fugacidad en el limite termodindmico a
partir del balance de ocupacién. Tomando las ecuaciones (5.39) (con g=4) y (5.47)

concluimos que

I2M L ON-DU_4

lim,, I *=lim,,,i
1N @M - D}

9
7+ 5.48
40 (5.49)

Si regresamos al comienzo de esta seccién y comparamos las ecuacion anterior con (5.35)
y (5.36), se puede ver que en (5.48) se ha agregado un tercer término positivo. Este
compensa aproximadamente la exclusién excesiva causada por €l segundo.

Siguiendo los mismos razonamientos que conducen a los coeficientes del Viridl,
debemos suponer, que la ecuacion (5.48) contiene los tres primeros términos de una
expansion de la fugacidad en series de potencias del cubrimiento. El cuarto deberia ser

cuadréticoen q
1v=4. 749 e’ (5.49)
o} 4

El coeficiente ¢ debe ser determinado. Dos condiciones necesarias que debe cumplir

cualquier funcién que aproxime la fugacidad, son las siguientes
cuandol ® 0 P g® 0 y cuandol ® ¥ P g® q,4im =1 (5.50)
Estas condiciones se deducen tomando en cuenta el balance de ocupacion ecuacion (5.26),
y observando que un aumento de la ocupacién disminuye los estados accesibles para las
nuevas particulas que se agregan, es decir, R(M, N) disminuye cuando N aumenta.
La primer condicién de (5.50) ya esta contemplada en e primer término (5.49). La

segunda determinac

: a_ 14 9 U
lim, I *=lim,j—-7+—q+cq
" g 4P
- 9 -
0=4-7+-+c P c=—
4 4

Finalmente escribimos nuestra mejor aproximacion de la fugacidad

4 9 .3
| *=—-7+-g+-Qq° 551
BREASURSL (5.51)
Y con dlla (integrando de acuerdo a (5.16)), la entropia de los estados de referencia (ver

apéndice C)
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S@_aq¢é¢ 3 | L0 (-a), . . (A-Q)
K =5 n4 Ing ZH 5 In(1- q) > In(A-q) +

+B*) g ig)+ Aina- Bing
2 2 2

(5.52)

donde Ay B son constantes positivas

Azz\z- 2=1055 vy BZZ\E+2:5,055

En la figura 5.5 podemos observar una comparacion entre todas las aproximaciones
realizadas. Es notable el acuerdo logrado por S; en todo el rango de cubrimiento. Entre
cubrimiento cero y 0,92, € error porcentual en relacion a la simulacién no excede al
0,75%. Y entre q=0,92 y 0,9998 €l error sube solamente hasta el 8%.

S/k

Figura 5.5: Comparacion entre las aproximaciones analiticas obtenidas por célculos
factoriales (S y S)), la encontrada con la ayuda de la expansion en coeficientes del Viria
(S), la calculada por medio del balance de ocupacion (Ss) y los resultados de simulacién.
Las curvas representan los estados de referencia de entropia para dimeros adsorbidos

sobre unared cuadrada (9= 4).

Antes de concluir esta seccién, hagamos algunas observaciones. Como sefidlamos
anteriormente, la ecuacion (5.39) es vélida solo para dimeros. Sin embargo, su estructura
se mantendra para cualquier tipo de entes que formen nuestro sistema discreto. El primer
término de R(M, N), representa la aproximacion ideal, en la que cada una de |as particul as
no siente la presencia de las restantes. Su construccion se basa en algo tan sencillo como el

problema de encontrar € nimero de estados accesibles para una sola particula. El segundo
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término de (5.39), contempla las configuraciones que le estan prohibidas a un nuevo ente
que ingresamos a sistema, cuando ya hay presente una particula. Y €l tercero, representa
una cantidad que debe agregarse para compensar la exclusion aproximada causada por el
segundo término. Esta exclusién en general serd excesiva, por lo que € término que
deberd agregarse tendrd que ser positivo. Esto no sucede para mondmeros y el tercer
término es cero en tal caso. Sin embargo, se espera que en genera, la cercania entre
particulas permita disminuir la exclusion individual generada por |os entes que componen
el sistema.

Hay que sefidlar que, si aplicamos la condicion (5.50) ala expansién en coeficientes del
Virial, no mejoraremos tal aproximacion ya que no sera posible sumar un término mas.
Sin embargo, en la ecuacion (5.48), (5.50) nos permitié adicionar un término cuadrético.
El coeficiente de éste (cuyo valor es 0,75), es en realidad |a suma de todos |os coeficientes
de los términos de la expansion de | ™ mayores que el lineal.

En la proxima seccién, aprovechando los céalculos realizados aqui, encontraremos el
tercer coeficiente del Virial. Veremos que ésto mejora sensiblemente la aproximacion S,.

5.5 Expansion de la fugacidad hasta el tercer coeficiente del
Virial

A partir de los resultados de la seccion anterior, podemos calcular € tercer coeficiente
del Viria para €l problema de dimeros. De acuerdo a las ecuaciones (5.12), (5.17) y

(5.18), debemos poseer e nimero total de estados accesibles para tres dimeros sobre la
red. No haremos €l cédculo directo de esta cantidad. En su lugar, aprovecharemos un

resultado de la seccion anterior, laecuacion (5.30). Debemos calcular R(M ,2)
R(M,2)=2M - 14+L(M,2)

R(M.2) = 2M - 14+(2|v1|8-7) (5.53)

Tomando g(M,?2) (ecuacién (5.2)) y usando la ecuacion (5.30), podemos calcular gi(M,3)

M.(2M - 7).2M - 14) _ o
3

gt(M,S):gM3-14M2+1;6M (554)

a.(M 3 :;gt(M 2.R(M,2) =

Lafugacidad en potencias de g hasta €l término cubico sera (ver apéndice D)
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1 7 5
| ==q+-—0°+=q° 5.55
4q 16q 8q (5.55)
De esta Ultima ecuacion podemos calcular la entropia (ver apéndice E)

S,@) _ qi o) " 1] C eD2+(q+C)2L‘J
2t =73 --I D*+(q +C A
213 nggas bt )]% 2§ p+ct

i (5.56)

i a0 ag +Call
Djarctgc— =- arctgc———
% 99 98 D %

donde Cy D son constantes reales positivas

C=l:O,35 y D=, 111 =0,2568
20 400

En la figura 5.6 podemos ver la comparacion entre lasimulacion, Sy S;. Como puede
observarse, aparece una pegueiia mejora como consecuencia de haber calculado un
coeficiente mas en la expansion del Virial.

0.8
0.7 —
0.6 —
0.5 —

Sk, ]
0.4 H

e Simulacién

0.3 +

——S,(q)

0.2 4 —o—3S,(q)

0.1+

Figura 5.6: Comparacion entre las aproximaciones analiticas obtenidas con laayuda de la
expansion en coeficientes del Viria (S, y ;) y los resultados de simulacion. Las curvas
representan los estados de referencia de entropia para dimeros adsorbidos sobre una red
cuadrada (g = 4).

Notemos que el mismo esfuerzo tedrico fue necesario para desarrollar tanto la solucién S
como §,. Sin embargo, €l acuerdo logrado por e balance de ocupacion es muy superior.
Esto se debe a que, en la expansion del Virial, los coeficientes que no han sido calculados,
tienen valores que no son despreciables. Es més, se puede demostrar (en base a la

condicion (5.50)), que su suma diverge necesariamente. En € caso de la expansién
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originada en € balance de ocupacion, nosotros conocemos exactamente que la suma de los

términos despreciados es igual a 0,75. Esto nos posibilitd agregar un término mas en la

expansion de la fugacidad que absorbi 6 eficientemente todo |o que habia sido despreciado.
Por ultimo, en la figura 5.7, podemos ver €l error porcentual en relacion a la

simulacion, que fue cometido por cada una de las cinco aproximaciones construidas.

100
10
1 -
SO
S 1
(g 0.1
E —o— Error % de S,
—o— Error % de S,
| —a—Error % de S,
0'01_§ —=—Error % de S,
] —o—Error % de S,
1E-3 — 71 + r r 1T r 1t - 1 1 1 T - 1T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
q
Figura 5.7: Error porcentual cometido por las distintas aproximaciones, calculado en
relacion alos resultados de simulacion.
5.6 Sumario

En esta seccidon hemos construido cinco aproximaciones de los estados de referencia de
entropia empleando distintas técnicas. A pesar de gque tanto § como S, no constituyen
grandes logros, son funciones que nos permiten acotar la solucién exacta para bajos
cubrimientos. Por o tanto, estas constituirén condiciones necesarias para | os resultados de
simulacion. Como hemos visto, para obtenerlas basta con aplicar € balance de ocupacién
siguiendo un esquema préacticamente trivial.

Las soluciones provenientes de la expansion en coeficientes del Viria, requieren
esfuerzos cuyos logros no mejoran sustancialmente las aproximaciones realizadas por
técnicas més sencillas. Ese mismo esfuerzo puede ser explotado con mayor eficiencia
empleando el balance de ocupacion. Como hemos visto, esta solucion, ademés de lograr
un gran acuerdo en todo € rango de cubrimiento, también manifiesta los rasgos mas
sobresalientes de la solucion exacta. Es decir, un méximo para un cubrimiento intermedio

y un valor de entropia que tiende a caer sin llegar a ser cero cuando q® 1.
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Conclusiones

En la introduccion de este trabgjo, hicimos hincapié en la necesidad de explorar
fundamentalmente dos caminos para encontrar estados de referencia de entropia, que
pudiesen ser empleados en una integracion termodindmica en la asamblea canonica.
Analizaremos a continuacion € método numérico desarrollado en los capitulos tres y
cuatro y posteriormente haremos o mismo con las aproximaciones analiticas expuestas
en el capitulo cinco.

Método numérico para el calculo de estados de referencia

El principal aporte de este trabajo ha sido sin duda el método numérico para acceder,
en la asamblea canonica, a los estados de referencia de entropia de sistemas discretos
(método ficticio). En esta etapa final es conveniente aclarar cua es, a nuestro entender, la
utilidad real de los célculos realizados en dicha asamblea.

Como vimos en € capitulo dos, los célculos realizados en la asamblea candnica,
pueden ser reproducidos mediante integracion termodinamica en la asamblea gran
candnica. Esto se debe a que un estado de referencia de entropia igual a cero, es comin a
todos los sistemas formados por entes cuyo nimero puede fluctuar. Pareciera que la
integracion termodindmica en la asamblea candnica, perderia utilidad frente a esta
simplificaciéon en el proceso de cdlculo. Sin embargo, hay dos argumentos puntuales que
mantienen el interés de trabgjar en ésta asamblea. Uno de ellos ya fue expuesta en la
introduccion de esta tesis. Como deciamos, no hay certeza de que siempre sea posible
asociar € modelo en estudio, con un sistema de particulas cuyo nimero puede
fluctuar. Sin llegar a desvalorizar esta Ultima afirmacion, hay que sefialar que no es muy
sdlida ya que no hay buenos gjemplos que apoyen tal argumento. Los modelos en uso para
los cuales no tiene sentido que varie € nimero de entes, comunmente son equivalentes a
un gas de red o poseen estados de referencia faciles de calcular (por gemplo e modelo de
Ising y el modelo de Potts). Por otro lado, en ciertos tipos de calculos, a veces resulta
ineficiente permitir que e numero de particulas pueda fluctuar. Este segundo
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argumento ha demostrado ser mejor que €l primero.  Un gjemplo puntual de ello surgié en
la seccion 4.3. En lafigura 4.10, se muestra la comparacion entre los resultados analiticos
y de simulacion, de la entropia del estado base de un sistema de dimeros con interacciones
repulsivas a cubrimientos 1/2 y 2/3 sobres la red cuadrada. Tales calculos numéricos
fueron hechos en la asamblea canénica. Si hubiésemos tratado de redlizarlos en la
asamblea gran candnica, tendriamos que haber gjustado €l potencial quimico en todos los
casos para que e cubrimiento medio tomara los valores requeridos. Esta tarea es
claramente engorrosa. Es en este tipo de tareas en las que e estudio debe forzosamente
realizarse en la asamblea candnica

Otra caracteristica del método ficticio es la de proporcionarnos informacion sobre el
numero total de estados accesibles. Estos datos pueden ser beneficiosos para realizar una
comparacion entre dos sistemas que son muy similares. En la figura A, podemos apreciar
la diferencia entre la cantidad total de estados accesibles para trimeros de dos clases
diferentes, adsorbidos sobre unared de cuadrada.

0.6
0.5 +

0.4

In(g,)
0.3 -

0.2 4
i —e— Trimeros largos
014 —aA— Trimeros Flexionados

o777 T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

q

Figura A: Estados accesibles versus el cubrimiento, para trimeros largos y flexionados

adsorbidos sobre una red cuadrada.

Hemos llamado trimer os lar gos, a k-meros que sélo pueden ocupar sobre la red tres sitos
alineados. Y con trimeros flexionados, k-meros que sdlo pueden ocupar sobre la red
tres sitos dispuesto en L (formando un angulo de 90 grados). Podemos apreciar que es
posible estimar cuantitativamente, la influencia de la flexion en € nimero total de

estados accesibles.
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Aproximaciones analiticas

En e capitulo cinco empleamos diferentes técnicas analiticas para aproximar |os
estados de referencia de entropia.  En forma progresiva, fuimos mejorando nuestros
clculos. Analicemos latarearealizada

Seguin los razonamientos elaborados en las secciones 5.1 y 5.3, es sencillo y muy
beneficioso, realizar aproximaciones que acoten la solucion exacta. Sencillo ya que no es
necesario realizar caculos factorides. Basta con emplear el balance de ocupacion y
luego integrar para llegar a la solucion. Beneficioso porque una cota inferior y otra
superior, nos ayuda a afianzar 1os célculos de simulacion con una simple comparaci on.

Las aproximaciones en coeficientes del Virial para calcular estados de referencia de
entropia, fueron expuestas en las secciones 5.2 y 5.5. Observemos que, a pesar de que
explicitamente no se dijo, § es también la aproximacion a la entropia obtenida de la
expansion de la fugacidad hasta el primer coeficiente del Virial. Como sabemos, Sy S
son las aproximaciones que le siguen (en lo que respecta a la expansion en coeficientes
del Virial). Enal figuraB se observa una comparacion entre ellas.

0.8

0.7 H

0.6

0.5

S/k 1
0.4

0.3 +

0.2

0.14 ,

Figura B: Los tres primeros grados de aproximacion de los estados de referencia,

logrados con la expansion de la fugacidad en coeficientes del Virial.

A pesar de que con la técnica de expansién en coeficientes del Virial se haido mejorando
los resultados en forma sostenida, el balance de ocupacion nos permite construir una
aproximacion de los estados de referencia cuyo acuerdo con la simulacion es

sobresaliente. Ademés, aunque no ostenta el menor error alo largo de todo e rango de g
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(ver figura 5.7), @ menos lo mantiene practicamente constante hasta altos cubrimientos.
Incluso, como se sefiad 6 en el capitulo cinco, esta aproximacion tiene un comportamiento

similar al de la solucién exacta.
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Apéndices

Apéndice A
Entropia calculada a partir de la expansién de la fugacidad
hasta el segundo coeficiente del Virial

Reescribamos la ecuacion (5.23)
1 7
I =—q+-—q° 5.23
@=,a+ (5.23

Para encontrar la entropia debemos integrar €l logaritmo natural de | de acuerdo a la

ecuacion (5.16)

S
zk(q):-dm (q(ydq¢_-—dng q¢+ q(E dq¢
B e 4]
S@)_ 1% a8% 17 e
2 M) — L 2 AR 000 ¢ = An&E+ Lq g ¢ Al
o 20M, 29§4qzq (A1

Laprimer integral del lado derecho de (A.1) puede integrarse por partes
2% {1 _q q,.,80

- = n d ¢—-— dnc=+- =2- ZIn¢c>+ A2

d q q 842‘(1‘ﬁ0 2234;25 (A.2)

En lasegundaintegral, conviene realizar un cambio de variable antes de integrar por partes

7 4
S x=1+-q¢ b Zdx=dq¢
40 7 q

7
T+—
1 4

1° 7 0 2‘1‘ 2

-2 an&+ LgPdge=- £ Ainxdx=- S{xInx-

29§4ng 70 X dx 7{xxx}1
-Ec‘jngi+zngdq¢:9 aez 9—InIE’;"i+ (A.3)
2,¢é 4 g

Delasumade (A.2) y (A.3), obtenemos la entropia

S.@ _, .9, ae{o ae? ek
2 sncl+—q =+
k, -4 2 e4z e7 20 gi q

(5.24)
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Apéndice B

Célculode S,y S; empleando el balance de ocupacion

Para encontrar S, debemos integrar (usando (5.16)) el logaritmo natural de | ¢ que esta

dada por la ecuacion (5.35). El calculo es sencillo

@) Ly @B 0 1;qqn§ﬂ°§-q
K, 27 89 27 9¢ D,
kB gm

Para calcular S;, también debemos integrar €l logaritmo natural de | ; que esta dada por
(5.36)

S@) q¢ 0 19 19
. —d¢:-—n dg®+=Anlg- (20- Hq¢dq¢ (B.1
% dgg 29 1q ,Onla9dac+ gnlg- (29- Dadda¢ B2
Laprimer integral del lado derecho de (B.1) estrivial
1° -9 q
- —onlg9dg¢=—"- "In B.2
,0n@9das=>- Jing) (8.2
En la segunda debemos realizar una sustitucion lineal antes de integrar por partes
1
S x=g-(29-12)q¢ b - dx=dq¢
(29- 1)
1 9-(2g-1)q 1 9-(29-1)q
~dnlg- (29 - Dg&dg¢=- AnXx dx = - Inx- =
o0l - (20~ Daddacs- o G- o {nx X}g

)
_ [o- (29- 2a]inlg - (29- 1a]- g+(29- 1q - gIn(g)+g
2(29-1

Si reordenamos los términos anteriores tenemos

Srla - (09 - _. 9 .9 _(9-196 a
2gn[g (29- Daddqe= 22 _1)In(g) 2(29_1)|n§l g 2"

g9 q 9
+2(29_1)In(g)+zln() Ing, (29 - 1)—

N A _q _a.
2gn[g (29- Dadda =" Infa)-

- |n§[-(29'1)q§+q|n8@-(2g-1)9
2(29-1) g9 g 2 €& )

La entropia se obtiene sumando (B.2) y (B.3)

(B.3)
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S@ _d, & o g & (2-2q
=2 nz2 - (29- 1);- Ing (5.5)
3 & 0 22g-0"8 g 4
Apéndice C
Calculo de S; empleando € balance de ocupacion
Lainversade lafugacidad dada por la ecuacion (5.51) es
4 9 .3
|*=—-7+-g+-q° 551
EREASURS (5.51)
Debemos integrar de acuerdo a (5.16)
S(q) dna% 7q¢+9q¢+3q¢_dq¢ dn( ddq¢ (C.1)
El segundo término del lado derecho de (C.1) seintegra directamente
1% qa q
- —onlg9dg¢=-"- ~In C.2
29(q©q 5~ ,!n) (C2)

En cambio, paraintegrar € primero, comenzamos buscando las raices del polinomio que se
encuentra en el argumento del logaritmo. Pararealizar esta tarea tengamos en cuenta que,
debido a que (5.51) cumple con la condicién (5.50), una de las raices es g=1. Esto nos

habilita a escribir

9, 3., 3 166_3
4-Tq+ a'+ a’= (- )qq %-*B—Z(Q-l)-(Q-A)-(quB) (C3)

donde las raices del polinomio de segundo grado son

A=-2+2.\E21055 y - B=-2-2.\E=-5,055

El primer término del lado derecho de (C.1) nos queda

1(‘jn8§l- 7q ¢+gq ¢ +3q ¢ %dqe= 1(‘jn‘?ﬁé(q ¢ (¢ A)gerB)2dqe=
2. 4 g 2, e4d
. . (C.4H)
=9 In§3é39+ dn(l q9dq ¢+;(‘jn(A- q9dq ¢+;(‘jn(q ¢+ B)dq¢
donde restan por integrar €l segundo, tercero y cuarto término del lado derecho de (C.4).
El procedimiento a seguir para cada uno de ellos es simplemente realizar una sustitucion
lineal y posteriormente integrar por partes

S x=(-q9 p dx=-dq¢
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(I-q) (1-q)
gl qddge=- 0|nxdx_§{x- xin}  =- ‘;- (1'ZQ)|n(1- q) (C5)
S y=(A-q9 b dy=-dq¢
1q\ 1(A-E) 1 (A-q)
S 0n(A-addae=- > ginydy="{y- yiny} =
0 A ( ) A (CG)
_A _(A-g )4
—2In(A) 5 In(A q) 5
S z=(@¢B) P dz=dq¢
1q 1(B+q) (B+q)
5(‘jn(q¢+ B) dg o= dnzdz—z{zlnz- =
0 B (C?)
_ (q B) _Bi.(). 4
= In(g + B) 2In(B) )
Teniendo en cuenta (C.2), (C.4), (C.5), (C.6) y (C.7), podemos calcular la aproximacion a
la entropia
S@) =9§ng—9- In(q)- 23 1- q)In(l- q)- A- q)In(A- q)+
kB 2e e4ﬂ u 2 2 (552)
@+8) Al B
5 In(g +B)+ 2In(A) 2In(B)
ApéndiceD

Expansion delafugacidad hasta €l tercer coeficiente del Virial
Lafugacidad hasta el segundo coeficiente del Viria viene dada por la ecuacion (5.23)

1 7
I =—g+-—Qg°+... 5.23
@) 4q 16q (5.23)

Debemos agregarle un término méas. Comenzamos calculando Z; teniendo en cuenta los
resultados de la seccion 5.2 y la ecuacion (5.54)
Z.(M) ——g (M3 = §3&‘i|v| 1am7 +8M 8= M- P soom  (.1)
e3 3 g 2
Tanto e coeficiente bz (ecuacion (5.17)) como as (ecuacion(5.18)) pueden ahora ser

calculados
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bgzi(z3-3zzzl+2zf) iéﬁ'vl 2L\ 4 20m - SMM(ZM 7)+2M°9=
M Mé 2 2 ? D2
1 a%Mg 21 21M29_§
T 6M & 2 2 g 6
a, =-3b, +18b° =- 29,899_..29,99_44 (D.3)
6 2 2

De acuerdo a (D.3), podemos agregarle un término mas ala actividad z (ecuacion (5.22))
zZ(r)=r +;r2+10r3+... (D.4)
La fugacidad puede ser obtenida teniendo en cuenta la ecuacion anterior, larelacion (5.11)
y que g=2r
1 7 5
I =—q+—Qq°+-q°+... 5.55
@)=,a+,.a"+d (5.55)

Apéndice E
Entropia calculada a partir de la fugacidad desarrollada hasta

el tercer coeficientedel Virial

La ecuacién (5.55) puede ser escrita de la siguiente manerasi completamos cuadrados

I(q)-fqg’—? g+ qZQ—Sq% 78 gu—fq[q cy+p?] (E1)

é5 10 400, 8
donde
C= 7 =035 y D= 111 =0,2568
20 400

Debemos integrar el logaritmo natural de (E.1) de acuerdo a (5.16)

S(CI) 1qdn q(]"c—)dq¢-|n( )chqq:';]dn?%

B

o 1 1dqe (E.2)
g 0
L os dos primeros términos del lado derecho de (E.2) seintegran sin dificultad
i ;:(‘jn(?éq q!;dq¢ In(D)Z(‘jiqu:g- ‘;mgiq 3 qIn(D) (E3)
Paraintegrar €l tercero, comenzamos por realizar una sustitucién trigonométrica
agt+Co

2 O b Desecff)df =dq¢ y seciff)=1+2%"CO
e D g e D g

toff ) =
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1%, égo+C
- —Adna + +1dg ¢—-— n|sec sec’(f )df E.4
zgggeDglu d[ " Nlsec() (E4)
donde los limites son
f —arctgggl Cg y fI:arctgggg (E.5)
D g eDg

Ahora podemos integrar por partes

f1

_ Bfan[secz(f Jsec( o =- fnlsect ol )+ D3a(f ) =

fo fo

(E.6)
ol [@+C) € ag+Cou
:—In +¢ Ingl+¢ a+rDg9
2§1eDﬂa 2 gleDﬂu 9()
A continuacion integramos en formadirecta el Gltimo término de (E.6)
" ag +Co 0
D df =D - 1)df =Ditglf )-f§ =q- Darct =+ Darctgc— < (E.7)
dg dgec ] {tgf )- 1} =q 9 - Co

Por ultimo, de acuerdo a los resultados (E.3), (E.6) y (E.7), la entropia viene dada por la

expresion
S.@) _ qi o) ) 4 C, éD'+@+C)u,
e <i3-1In - In|D*+(q +C —lnz—/— "2
21 9q o+ @ )]}ﬁ 2§ p+ct
. c (5.56)
I a0 ag +Cal
+ Djarctge—=- arct g
17%%Dpgy T b 4
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