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A Moira



..... Al mediodia habiamos llegado. L ewanté ln abeza y ui el orificio superior del cono, en el cual se
encuadraba un trozo de cielo enmaraado en una circunferencia singularmente reducida pero aisi perfecta.
Solamente en un punto se destacaba el pico del Sairtaris, que se hundia en la inmensidad.

En el fondo del criter se abrian tres chimeneas por las que, en tiempos de las erupciones del
Sneffels, el foco central dejaba esaapar sus lawms y wmpores. Cada diimenea tenia alrededor de cien pies de
didmetro. E staban alli, abiertas bajo nuestros pies. No tuve wlor para hundir en ellas mis miradas. E1
profesor L idenbrock habia hecho un examen rdpido de su disposicion; estaba jadeante; corria de una a otra,
Sesticulando y lanzando palabras incomprensibles. Hans y sus compafieros, sentados en trozos de law, lo
miraban; evidentemente lo tormaban por loco.

De pronto mi tio lanzé un grito. Crei que acababa de perder pie y de aer en una de las tres
simas. Pero no. Lo v con los brazos extendidos, las piernas abiertas, de pie ante una roar de granito
wloaida en el centro del crdter, como un enorme pedestal hecho para la estatua de un Plutén. E staba en
una postura de hombre estupefacto, pero cuyn estupefaccion dio paso bien pronto a una alegria insensata.

- jAxel, Axel! - grité -. jV en, ven!.

Acudi. NiHans ni los islandeses se movieron.

- Mira — me dijo el profesor.

Y compartiendo su estupefaccion, si no su alegria, lei en la aara occidental del bloque, en airacteres
riinicos medio roidos por el tiempo, ese nombre mil veces maldito:

1AM MITRhMRTX

- jArne Sak nussemm! — exdamo mi tio -. ;A in dudas?.
No respondi, y wlvi consternado a mi banco de lam. La evidencia me aplastaba......

(Julio Verne, V iaje al centro de Ia tierra, Paris 1864)
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Introduccion

Los vidrios de espin (SG) son sistemas magnéticos en los cuales las interacciones entre
los momentos magnéticos estdn en wnflido unas con otras [Binder and Young 1986;
Mezard, Parisi and Virasoro 1987]. Esto significa que, como consecuencia del desorden en
la estructura del material, no es posible establecer un orden ferromagnético o
antiferromagnético de largo alcance. En su lugar, al disminuir la temperatura, el sistema
experimenta una transicion de wngelado (freezing) que lo lleva a una supuesta fase en la que
los momentos magnéticos se encuentran orientados aparentemente al azar y en la que el
orden de largo alcance no es evidente.

Entre los sistemas experimentales que exhiben un comportamiento tipo SG, se
encuentran las aleaciones formadas por metales nobles (Au, Ag, Cu, Pt) levemente diluidos
con iones de Fe o Mn: CuMn, AuFe, PtMn y AgMn. Cléasicamente, se supone que la
estructura de estos materiales estd constituida por iones magnéticos (que poseen un
momento magnético de espin) distribuidos en forma aleatoria en una matriz no magnética.
Debido a que la dilucién es muy pequefia (por ejemplo en CuMn hay un estado SG cuando
Mn esta presente en un 0,9 %), la distancia de separaciéon promedio entre los iones es de
varias constantes de red. Como consecuencia de ello, el solapamiento entre las
distribuciones de carga de los iones y, por ende, la interaccién de intercambio (la cual es
responsable de un estado ferromagnético en el Fe) entre los espines, son despreciables.
Erréneamente, se podria pensar que los espines se encuentran practicamente aislados.
Esto es aproximadamente correcto a una temperatura suficientemente alta en relacion a T,
la temperatura de freezing o congelado (del orden de 9 K en CuMn con Mn 0,94 %), para
la cual un SG se comporta como un paramagneto. Sin embargo, por debajo de T, existe
un estado SG en el cual se observa que los momentos magnéticos mantienen una orientacion
aleatoria durante el lapso de tiempo de experimentaciéon. Evidentemente, a bajas
temperaturas debe prevalecer algin tipo de interaccion entre los iones magnéticos.

En un metal no ferromagnético como el cobre o la plata, la contribucién de los
electrones de conduccion a la magnetizacion del material es muy pequefia e independiente
de la temperatura [Kittel 1976]. En s6lidos como el SG CuMn, existe una interaccién de
interaymbio directa entre los 4tomos de manganeso y los electrones de conduccién del cobre
que se encuentran en su entorno, ya que hay un solapamiento importante en las densidades
de carga. Esto origina una perturbacién en la magnetizacion de los electrones de
conduccién que es percibida por el resto de los atomos de manganeso, originando una
interaccion de interaambio indirecta conocida como RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya y Y osida)
[Ruderman and Kittel 1954; Kasuya 1956; K. Yosida 1957]. La figura 1, muestra un
esquema de un sistema de espines distribuidos al azar sobre un red cristalina y la
interacciéon de intercambio RKKY como funcién de la distancia de separacién R.
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Dibujo esquematico de momentos magnéticos distribuidos al azar sobre una red
cristalina, y la interacciéon RKKY como funcién de la distancia de separacion
[Binder and Young 1986].



Observemos en la figura anterior que, la interaccion RKKY predice que el
acoplamiento entre los momentos magnéticos puede ser tanto ferromagnético (F) como
antiferromagnético (AF), de acuerdo a la distancia de separaciéon (en la figura 1, un valor
positivo de J; indica una interaccién F y uno negativo AF). A pesar de que el modelo
RKKY es muy idealizado, se ha comprobado experimentalmente [Morgownik and Mydosh
1983] que al menos predice cualitativamente el comportamiento oscilante de la interacciéon
de intercambio indirecta. De ahora en mas, consideraremos tinicamente los términos del
hamiltoniano relacionados con la interaccion RKKY. Debido a que las interacciones de
intercambio indirectas o enlaces entre los momentos magnéticos de espin pueden ser F o
AF, el SG adquiere una caracteristica singular que se denomina frustracion de los enlaces : en
cada uno de los estados accesibles del sistema no es posible satisfacer simultdneamente
todas las interacciones. Es decir, no existen configuraciones que permitan, a la vez,
mantener una alineacién paralela entre los espines acoplados ferromagnéticamente y
antiparalela entre aquellos acoplados antiferromagnéticamente. Como consecuencia directa
de la frustracién de los enlaces y del desorden en la estructura del material (existen muchas
formas de distribuir las impurezas magnéticas), el espacio fase del sistema adquiere una
gran complejidad. Esto origina diversos interrogantes:

- Formalmente, ;como debe efectuarse un estudio de mecénica estadistica de un
sistema con un niimero muy grande de variables que describen el desorden?.

- Recordemos que por debajo de T se observa un estado de congelado. ;Esto se
origina como consecuencia del quiebre en la ergodicidad del sistema, o
simplemente los tiempos de relajacién son extremadamente grandes?.

- De existir una ruptura en la ergodicidad, jcudl es el pardmetro de orden adecuado
que describe la transicién de fase asociada?.

Con el objeto de abordar el problema, a lo largo de varias décadas se han disefiado
una multitud de modelos tedricos de SG [Binder and Young 1986]. En este trabajo, hemos
estudiado un modelo con interacciones de corto alcance que originalmente fue propuesto
por Toulouse [Toulouse 1977], como una versién simplificada del modelo gaussiano de
E dwards y Anderson [E dwards and Anderson 1975]. Lo llamaremos modelo de Edwards y
Anderson = | (EA). EI hamiltoniano del sistema es de tipo Ising [Ising 1925] y las
interacciones entre los espines pueden ser ferromagnéticas (-/ ) o antiferromagnéticas (+] ),
pero siempre de la misma intensidad (| & ] |=cte.). En este trabajo estudiaremos en detalle
algunas de las caracteristicas méas sobresalientes del modelo E A.

En el capitulo 1, nos detendremos a analizar brevemente los problemas que surgen
al trabajar con sistemas desordenados como los SG. Veremos que, en general, deben
tomarse ciertos recaudos al momento de realizar un promedio en el desorden de un dado
observable ya que, al tomar el limite termodindmico, el valor calculado puede incorporar un
error sistematico. También, como introduccién al capitulo 4 en el que estudiaremos el
comportamiento critico del modelo de EA, dedicaremos especial atencion a la descripcion
de los sistemas que experimentan una transicién de fase, con la consecuente ruptura en su
ergodicidad.

La posibilidad de que exista de una transicion de fase, ha obligado a los
investigadores a buscar un orden de largo alcance en el sistema, que permita describir la
fase SG. Parte de los esfuerzos se han localizado en el estado fundamental (GM). Al igual
que en otros modelos, en el de E A la frustracién y el desorden dan vida a un GM altamente
degenerado, con una entropia configuracional por espin diferente de cero incluso en el
limite termodindmico. En apariencia, esta caracteristica impide establecer algtiin tipo de
orden de largo alcance. Es por ello que, frecuentemente, se hace referencia a que el sistema
podria experimentar una transicién de fase a un estado con un nuew tipo de orden que atin no
ha sido debidamente caracterizado.



Se han realizado numerosos estudios topolégicos del GM con el objeto de aclarar
este interrogante. Entre ellos, los calculos de la energia y la entropia del estado
fundamental que son supuestamente los mds sencillos de realizar, representan grandes
desafios a la hora de disefiar algoritmos computacionales. En el capitulo 2 veremos que,
s6lo es posible contar numéricamente los estados accesibles del GM (y por lo tanto,
calcular su entropia) para pequefios tamarios de red. Esto se debe a que la degeneracion se
incrementa exponencialmente con el ntimero de espines del sistema. Para realizar cdlculos
a tamafios mayores (y de esta forma determinar mejor el limite termodindmico), se puede
emplear simulacion de Monte Carlo para evaluar la entropia configuracional, usando el
método de integracion termodindmica. En el pasado, el método fue usado por S. Kirkpatrick en
el modelo de EA precisamente con este fin [Kirkpatrick 1977]. Con el tiempo, se fueron
disefiando nuevos métodos y algoritmos de célculo, que permitieron comprobar que el
resultado obtenido por Kirkpatrick era erréneo. Probablemente, esto se debi6 al excesivo
tamafio de red usado (80 x 80 espines) y al pequefio tiempo de observacion empleado en la
simulacién (con respecto al tiempo de relajaciéon del sistema). En este trabajo hemos
investigado las limitaciones del método de integracién termodindmica. Debido en parte al
avance logrado en las computadoras digitales, hoy es posible usar dicho método para
realizar cdlculos precisos de la entropia del GM para grandes tamafios de red. En el
capitulo 2 veremos cémo realizar esta tarea. A su vez, evaluaremos el error cometido en el
célculo estableciendo un criterio para su minimizacién. Comprobaremos de esta forma,
que los valores obtenidos de energia y entropia del GM acuerdan muy bien con los
reportados en la literatura.

Otros estudios topolégicos fueron realizados con el objeto de, elaborar una
descripcién lo mas sencilla posible del (supuesto) orden que alcanza el sistemaa T = 0. El
cdlculo de diversos pardmetros de orden magnético ha tenido esta finalidad.
Recientemente se ha reportado [Vogel et al. 1994; Ramirez-Pastor, Nieto and Vogel 1997;
Vogel et al. 1998; Ramirez-Pastor et al. 2000; Vogel et al. 2002] que, en el modelo de EAa T
= 0, una fraccién apreciable de enlaces permanecen safisfedios, formando una red
denominada red diluida de enlaces. Para que un enlace F (AF) esté siempre satisfecho, los
espines que vincula deben tener en todo momento la misma (diferente) orientaciéon en el
GM. Dicho comportamiento se ha estudiado para tamafios del sistema muy pequetios
(alrededor de 64 espines). Corroborar que este resultado se mantiene en el limite
termodinamico, es vital para hablar de la posibilidad de un orden de largo alcance.

Para avanzar en tamafio, debemos abandonar la idea de explorar todas las
configuraciones pertenecientes al GM (recordemos que el ntimero de configuraciones crece
exponencialmente con el tamafio) como método de célculo. En su lugar, se deben mejorar
las estrategias de tal forma que podamos realizar determinaciones precisas, visitando el
minimo ndmero posible de estados del sistema. Siguiendo esta premisa, en el capitulo 3
desarrollaremos un nuevo método numérico que permite discriminar la red diluida. La
informacion obtenida, servird para estimar cual es el comportamiento de dicha estructura
en el limite termodindmico.

En este trabajo también hemos explorado el diagrama de fase, temperatura critica
T. versus la fracciéon de enlaces AF (en ausencia de un campo magnético externo), para el
modelo de EA en la red cuadrada. Para x = 0 se observa una transicion de fase
ferromagnética a T. = 2,269 (por simplicidad hemos tomado k; ] = 1, donde k; es la
constante de Boltzmann) ya que, para esa concentracion, el modelo de E A es equivalente al
modelo de Ising ferromagnético. Como es bien conocido, la magnetizaciéon es el
pardmetro de orden adecuado para estudiar este comportamiento critico. En el otro
extremo a x = 1, tenemos una transicién antiferromagnética con la misma temperatura
critica. Esto no es casual ya que el modelo de E A posee una simetria respecto ax = 0,5. A
pesar de ello, el estudio a x = 1 se basa en un pardmetro de orden aparentemente diferente,
que respeta la simetria encontrada en el estado fundamental. A T = 0, la magnetizacién de
un antiferromagneto es igual a cero, ya que la mitad de los espines se ordenan con una



orientaciéon opuesta a la de la otra mitad. Cada uno de estos grupos recaen sobre una de las
dos subredes de simetria C(2x2). El pardmetro de orden para la transicion
antiferromagnética consiste simplemente en la diferencia de magnetizacion entre estas dos
subredes.

Al aumentar levemente la concentraciéon de enlaces AF a partir de x = 0,
encontramos que la transicion ferromagnética perdura hasta aproximadamente x = 0,1 (lo
mismo sucede para la transicion antiferromagnética entre x = 1 yx = 0,9). Comutnmente,
el estudio de esta regién del diagrama de fase se ha efectuado usando simplemente la
magnetizacién del sistema. Dicho pardmetro de orden no es el mas adecuado, ya que la
magnetizaciéon del GM no es tnica para x # 0. Por arriba de x = 0,1 y hasta x = 0,5, ya no
es posible usar la magnetizacién para explorar el diagrama de fase. Dentro de este rango se
pregona que existe un fase SG con un nuevo tipo de orden magnético. Esto ha impulsado
a los investigadores a definir diversos pardmetros de orden para estudiar la posible
existencia de una transicién de fase continua.

La existencia de una red diluida, o su generalizacién la red rigida de enlaces (ver
capitulo 3), constituye un pilar fundamental para estudiar el comportamiento critico del
sistema. La razén es muy simple: un conjunto de enlaces como la red diluida, une a un
cluster masivo de espines, obligandolos a mantener una orientacién relativa a T = 0. Para
que exista una transicion de fase, el desorden térmico debe romper este vinculo entre los
espines. En el capitulo 4 veremos que, basados en estos estudios topolégicos, es posible
definir un nuewo pardmetro de orden. Entre sus caracteristicas mds sobresalientes podemos
sefialar que:

- Esta definido en todo el rango de concentracién x. Es decir, podemos explorar el
diagrama de fase usando un tnico pardmetro de orden.

- Constituye una generalizacién de otros pardmetros de orden. Ax = 0yax = 1el
nuevo pardmetro es idéntico, respectivamente, a la magnetizacion del sistema
(ferromagneto) y a la diferencia de magnetizacién entre las dos subredes de espines
(antiferromagneto).

- Sudistribucion a bajas temperaturas no presenta efectos espurios (ver capitulo 4).

Usando esta funcion, exploraremos todo el diagrama de fase del modelo de E A, analizando
fundamentalmente el comportamiento critico a x = 0,5.



Capitulo 1

Sistemas desordenados

Un sistema desordenado es aquel cuyas caracteristicas dependen de una serie de
variables aleatorias, que no cambian apreciablemente su valor durante un tiempo de
observacion prolongado. Por ejemplo, en un SG, la distribucién espacial de las impurezas
magnéticas determina si el acoplamiento entre los espines es F o AF. Si los tiempos
caracteristicos de difusion de estos iones son extremadamente grandes frente al tiempo en
que se realiza una medida experimental, entonces el desorden puede considerarse
congelado y, las coordenadas que indican las posiciones de las impurezas dentro del sé6lido,
pueden tomarse como las variables que determinan el desorden del sistema.

Un estudio teérico de un sistema desordenado inevitablemente afronta una serfa
cuestion: en rigor, jcomo debemos determinar el limite termodindmico de una dada
cantidad?. Frecuentemente en un sistema ordinario, el camino a seguir consiste en calcular
primero dicha cantidad para una serie de tamafios pequefios y luego, extrapolando, estimar
su valor para el sistema infinito. Este mismo proceso puede ser utilizado en un sistema
desordenado, pero siempre teniendo en cuenta que existen innumerables realizaciones del
desorden y, para cada una de ellas, un valor particular de la cantidad de interés. La
dificultad aqui no reside en el proceso de extrapolacion, sino en el forma en que se
determina un valor promedio a través del desorden para un tamafio finito. Intuitivamente
la tendencia consiste en realizar un simple promedio aritmético. En la primer seccion de
este capitulo, tendremos oportunidad de comprobar que este procedimiento a veces puede
incorporar un error sistematico: al extrapolar hacia el limite termodindmico, las cantidades
obtenidas de esta forma suelen diferir de su valor real.

Por debajo de T, , tanto los sistemas reales como los modelos tedricos de SG,
muestran una dindmica muy lenta caracterizada por un tiempo de relajacion méximo 7T,,,.
No es posible discriminar experimentalmente, si este tiempo es extremadamente grande
(pero finito) o infinito. Desde un punto de vista tedrico esta diferencia es significativa, ya
que si T,,, —> o cuando tomamos el limite termodindmico, el sistema serd no-erggdico. Con
el término no-ergddico nos referimos a un sistema para el cual se ha roto la ergodicidad:
para el sistema infinito y por debajo de una dada temperatura, existirdn estados
termodindmicos con las mismas propiedades macroscépicas, pero separados por barreras
de energia libre de altura infinita. Por otro lado, si 7T,,, es muy grande (pero finito), existe
la posibilidad de que el sistema sea efectimnmente no-ergodico. Esto se presenta frecuentemente
cuando existen estados metaestables: dentro de la escala de tiempo del experimento el
sistema explorard s6lo una fraccién del espacio de fase que le es accesible. Como veremos
en la segunda seccion, distinguir un caso de otro es fundamental para determinar si el
sistema realmente experimenta un transicion de fase continua.

Finalmente, en la tdltima seccién de este capitulo, introduciremos el modelo de
E dwards y Anderson, el cual estudiaremos a lo largo de todo este trabajo.

1.1 Sistemas desordenados

Consideremos un sistema desordenado arbitrario descrito por dos conjuntos de
variables: N wriables estadistiais ©; (i = 1, ...... , N ) y M variables Y (j=1, ... , M) que
describen el desorden. Por ejemplo en un SG, los conjuntos { G/ y {Y} pueden asociarse,
respectivamente, a los estados de espin (donde N seria el ntimero de espines y estaria
asociado al tamafio del sistema) y a las posiciones de las impurezas magnéticas en el
interior de la red cristalina. Las variables que describen el desorden poseen un tiempo

caracteristico de evolucion o fluctuacion T, , el cual necesariamente debe compararse con
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1., , €l tiempo medio en el que se efecttia una medicién experimental de un observable (no

debemos confundir T,, con T el tiempo de relajacion méximo del sistema). Si T, <<

1., (supondremos que esta condicion siempre se cumple para las variables estadisticas), las
variables Y, pueden fluctuar durante el tiempo de medicion, alcanzando en el equilibrio
termodindmico los valores més probables. En nuestro ejemplo, esta situaciéon
corresponderfa a tiempos caracteristicos de difusiéon de las impurezas magnéticas muy
pequefios en comparacion a T,,,. Para calcular la energia libre del sistema F por grado de
libertad (que identificamos con N), simplemente tratamos las variables Y, en igual forma
que las variables estadisticas:

1
F=—rkyT In(Z{y}). (1.1)

En la ecuacién anterior, realizamos un promedio aritmético sobre todas las posibles

Z{y} =Y exp(=H{y,0} /k,T), (1.2)
Q

donde H es el hamiltoniano del sistema y la suma se extiende al conjunto £ de todas las

configuraciones del espacio fase {0} que le son accesibles al sistema ({C/ € Q).
Resultados analiticos de una version del modelo de Ising en la que los enlaces (mixtos)
pueden libremente reordenarse en una red cuadrada (manteniendo siempre sus
proporciones), no muestran propiedades interesantes relacionadas a un SG [Thorpe and
Beeman 1976].

En la préctica y a temperaturas suficientemente bajas, los tiempos de difusién de los
atomos dentro del sélido son extremadamente grandes, por lo que el limite representado
por la ecuacién (1.1) no es de gran utilidad. El caso opuesto, cuando t,, >> T,,,, indica que
las variables que describen el desorden pueden considerarse fijas, ya que no modifican
apreciablemente su valor durante el tiempo en que transcurre una observacion
experimental. El problema es determinar qué cantidades pueden ser promediadas y cémo
debe efectuarse este promedio en el desorden. Como veremos, es suficiente con realizar un
promedio aritmético de wariables extensiwas.

Consideremos un sistema desordenado masivo, formado por un ensamble
numeroso de subsistemas estadisticamente idénticos [Brout 1959]. Supongamos que cada
subunidad es suficientemente masiva como para despreciar el acoplamiento entre ellas
(subsistemas independientes). En el limite T, << 7, todas las realizaciones del desorden
son posibles en cada subsistema, por lo que la energia libre calculada en la ecuacion (1.1) es
la misma en cada uno de ellos. Por otro lado, si t;, >> 7, cada subsistema del ensamble
posee una configuracion diferente del desorden. Teniendo en cuenta que las subunidades
son independientes, calculamos la funcion de particién del sistema Z; como el producto de
las funciones de particion Z de los subsistemas:

z, =Tz (1.3)
Y

En la ecuacién anterior el producto se realiza sobre todos los subsistemas del ensamble
(cada uno identificado con una realizaciéon diferente del desorden). E quivalentemente,
calculamos la densidad de energfa libre del sistema F; como la suma de las densidades de
energfas libres F de cada subsistema:

1 1
F N, sl [IJZ{Y}J N E ;I InZ{y}, (1.4)
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donde N es el nimero total de grados de libertad. Sitomado Ng= N [, con N el ntimero
de grados de libertad de cada uno de los I subsistemas, podemos reescribir la ecuacion (1.4)
de la siguiente forma:

FSZEZM:<F{Y}>‘ (1.5)
15 N

La ecuacion (1.5) expresa que la densidad de energia libre (y en realidad la densidad
de cualquier cantidad extensiva) de un sistema masivo, es igual al promedio en el desorden
de la densidad de energfa libre de un nimero muy grande de subsistemas. Esta propiedad,
que ha sido probada en algunos modelos [van Hemmen and Palmer 1982; van Enter and
van Hemmen 1983, 1984], es de gran importancia ya que nos permite hacer una
comparacion entre los resultados tedricos y las medidas experimentales efectuadas sobre un
solo espécimen de gran tamario.

A partir de lo expuesto en los pérrafos anteriores es evidente que

In(Z{y}) # (InZ{y}), (1.6)

donde el lado derecho indica la forma adecuada de proceder en un sistema cuyo desorden
estd congelado (la funciéon de particién no es una cantidad extensiva, por lo que no es licito
promediarla en el desorden). Una situacion similar ocurre cuando deseamos determinar la
densidad de entropia S de un sistema desordenado. Si para cada realizacién del desorden
conocemos el nimero de estados accesibles G (degeneracion), el postulado de Boltzmann
nos dice que

1
=—k,In . .
St} ~ e G{v} 17)

En principio tenemos dos opciones para realizar un promedio. O lo realizamos
directamente sobre G,

1
Se=—k,In(G{y}), (1.8)
N
o simplemente sobre el logaritmo natural de la degeneracién,
1
S, =ﬁk3 (InG{7}). (1.9)

La ecuacion (1.9) es la forma correcta de realizar el promedio en el desorden ya que la
entropia, yno G, es una cantidad extensiva.

Incluso en el limite termodindmico, la diferencia entre S; y S, permanece finita. A
partir de la ecuacion (1.7), vemos que la degeneracion para una dada realizacion del
desorden es:

Gy} =exp[N S{y} /k,|=exp[N S, /k,]exp[N (S{y} =S, )/k,]. (1.10)

Teniendo en cuenta (1.10), reescribimos la ecuacion (1.8):

S =%k3 In(exp[N S, /k,]exp[N (S{¥} =S, )/k;])

S.=S, +%k31n<exp[N(S{y}—SL)/kB]>. (1.11)



Si ahora suponemos que la distribucion de entropia (en el desorden) es gaussiana con

ancho A« N /? [Ma 1985] incluso, en el limite termodindmico (N — o), el segundo
término del lado derecho de la ecuacién (1.11) convergerd a un valor mayor que cero:

S. >S5S, . (1.12)
Para demostrar la desigualdad (1.12), debemos probar que
1
azﬁ]n<exp[N (5{7}—5L)/k3]>>0, (1.13)
suponiendo que la distribucion de entropia en el desorden para un dado N es
p(S)= LI ~[(s=5,)/AT (1.14)
JxaF VIS |

donde por simplicidad hemos tomado S = S{y}. Comenzamos por calcular el promedio
mostrado en la ecuacion (1.13):

o

Ljexp—[(s—SL )/A]" exp[N (S5, )/k,]ds. (1.15)

N7

A pesar de que la entropia no puede tomar un valor negativo, para facilitar los célculos, el
limite de integracién inferior se ha extendido hasta -oo (esto no afecta los célculos si
suponemos que P(S) =0 para S < 0). Completando cuadrados podemos reescribir (1.15):

o

1 [exp—[(5=5,)/A-NA/2k, ] exp[NA/2k,] dS. (1.16)

NV

Si tenemos en cuenta que

o

J.exp—(x)2 dx =\/TT, (1.17)

—oco

la ecuacion (1.16) puede integrarse facilmente arrojando el siguiente resultado:
exp[NA/2k,] . (1.18)

Finalmente, a partir del resultado (1.18), podemos determinar que:
a =%]n{exp[NA/2kB]2}: NA?/(2k,)" >0, (1.19)

donde hemos considerado que NA* =cte.>0,yaque Ao N 7'/,

Cuando tomamos el limite termodinamico, la distribucién (1.14) tiende a una delta
de Dirac que diverge para S = S;:

P(S)=08(S—S,) cuandoN —>oo. (1.20)



Entonces, la desigualdad (1.12), nos estd diciendo simplemente que S; corresponde a la
entropia de una muestra macroscépica extremadamente improbable. En la figura 1.1 se muestra
mediante un esquema, la diferencia entre S; y S, la cual se mantiene incluso al tomar el
limite termodindmico.

p(S) |

Figura 1.1. Esquema que muestra la dependencia con N de la
distribucién (en el desorden) de la densidad de entropfa. Con estrellas se
muestran los valores de S; y S.

Existen otras cantidades para las cuales no es trivial encontrar la forma de efectuar
el promedio en el desorden, ya que su comportamiento con N es muy complejo. Por
ejemplo, tanto la funcién de correlacion entre pares de espines [McCoy and Wu 1968;
Kinzel and Binder 1981] como los cumulantes de Binder para sistemas desordenados
[Kawashima and Young 1996], deben recibir un tratamiento particular. En especial, en el
capitulo 4, usaremos los cumulantes de Binder para estudiar la distribucién de probabilidad
de un nuevo parametro de orden.

1.2 Ergodicidad

Cuando realizamos un experimento y efectuamos la medida de un observable, el
valor que obtenemos corresponde a un promedio temporal de dicha cantidad a lo largo de
todos los estados microscépicos visitados por el sistema durante el tiempo 1. Si T, >>
T, (tlempo de relajacion maximo del sistema), este promedio serd equivalente a un
promedio configuracional sobre todos los estados del espacio fase accesibles al sistema, cada
uno de ellos pesado por la distribucion de probabilidad canénica

P, = %exp(—Hk /k,T), (1.21)

donde el subindice k denota uno de tales estados. Decimos que, bajo estas condiciones
experimentales (de temperatura, presion, etc.), el sistema es ergddico y estd en un cmpleto
equilibrio termodindmico.

Existen situaciones para los cuales estos dos promedios no son equivalentes.
Como discutimos en la introduccién de este capitulo, puede suceder que T, sea
extremadamente grande con respecto T,,. En este caso, usualmente se observard que el
sistema permanece indefinidamente en un estado metaestable, sin relajar a uno mas probable
de menor energfa libre. Un ejemplo tipico de ello lo constituye el diéxido de silicio SiO,.



Un andlisis cuidadoso, sefiala que el minimo de energfa libre F,;, (al cual deberia acceder el
sistema en el equilibrio termodindmico) corresponde a una estructura cristalina ordenada
llamada cuarzo. Sin embargo, dependiendo de la forma en la se ha enfriado el sélido, es
posible encontrar el SiO, en un estado amorfo estable, pero con una energia libre mayor que
F,. El mecanismo para pasar de un estructura a la otra [Binder and Stauffer 1976],
consiste en la nucleacién de dominios suficientemente grandes de la fase cristalina, los
cuales deben crecer hasta cubrir todo el material. En la préctica, el tiempo que se requiere
para observar este proceso, es mucho mayor que el tiempo de realizacién de cualquier
experimento concebible. En rigor, el sistema sigue siendo ergdédico aunque estemos en
presencia de un proceso que se encuentra fuera del equilibrio termodindmico.

Si el sistema experimenta una transiciéon de fase, entonces T,,, — oo en el limite
termodindmico. Esta divergencia indica que se ha quebrado la ergodicidad, ya que se necesita
un tiempo infinito para poder visitar todos los estados que le deberfan ser accesibles. A lo
largo de su trayectoria, el sistema encuentra barreras de energia libre infinitas, que restringen
su derrotero a una regién limitada del espacio fase. Como un ejemplo de ello,
consideremos el modelo de Ising de un ferromagneto [Ising 1925]. El hamiltoniano de este
sistema de N espines en un campo magnético externo B, puede escribirse como

N

H=]) o,6,-BY o, (1.22)

(i,7) i=1

en donde 6, = £ 1 es la variable de espin del sitio i-ésimo (de una red de una determinada
geometria) y la primera suma se extiende a todos los primeros vecinos (i,j) vinculados a
través de | < 0 (la constante de intercambio o enlace). Para una temperatura T mayor que
la temperatura de Curie T. (= 2,269|]|/k; para una red cuadrada [Onsager 1944]), el
sistema es ergoddico y se comporta como un simple paramagneto. Sin embargo, por debajo
de T. y para B = 0, experimenta una magnetizacién espontdnea en una de las dos
direcciones posibles y con igual probabilidad. En otras palabras, para T < T. hay dos
estados termodindmicos equivalentes que estan separados por una barrera de energia libre
infinita (en el limite termodindmico), la cual obliga al sistema a permanecer en uno de tales
estados por un tiempo indefinido.

Para ver esto mejor, definamos la magnetizacién promedio por espin (que es el
pardmetro de orden natural del sistema)

m(T)=%§m{G}exp(—H{G} /k,T), (1.23)

donde la suma se extiende al conjunto € de todas las configuraciones del espacio fase { G}
que le son accesibles al sistema, y

m{G) =i2cs,.. (1.24)

Consideremos una red cuadrada de espines y un campo magnético externo nulo. Para T >
T. , tenemos un tnico estado termodindmico con m = 0 (paramagneto). Debido a que,
invirtiendo todos y cada uno de los espines de una dada configuracién { G/ con m{ G}, es
posible encontrar otra { G} cuya magnetizacién m{ 6} = -m{ G}, es facil demostrar que el
hamiltoniano (1.22) tiene una simetria arriba-abajo y por lo tanto deberfamos tener m = 0
para todo T. Sin embargo, para T < T, el sistema experimenta una transicién de fase
continua y se magnetiza espontdneamente con m > 0 o m < 0 [Onsager 1944]. Decimos
que la simetria se ha roto y la ergodicidad se ha quebrado. Necesariamente, el sistema elige
uno de los dos estados termodindmicos o componentes, cada uno asociado a un valor
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positivo o negativo de la magnetizacién (para forzar a que el sistema elija una componente,
se puede usar un campo magnético que luego se hace tender a cero). Estas componentes
son ergodicas: una vez que eligié una de ellas, la trayectoria en el espacio fase le permite
acceder a todos los estados pertenecientes a la misma. Sin embargo, en un tiempo finito, el
sistema no puede visitar ninguna configuraciéon de la otra componente ya que una barrera
infinita de energfa libre separa ambos estados termodindmicos.

| o
L& 5]

NON-ERGODIC )
2 COMPONENTS I
Mt Mp ’

ERGODIC N BT

<M> a0

F F
H ' f U
Tﬂip IN] e W ——

@ (b)
Figura 1.2. Comportamiento esquemdtico del modelo de Ising ferromagnético. En (a) se
muestra la dependencia con N del tiempo T, , y en (b) la magnetizacién en funcién de T para
un campo magnético nulo. También podemos observar la energfa libre para dos temperaturas
por arriba y por debajo de T [Palmer 1982, 1983].

Bajo estas condiciones (I' < T(), un sistema de tamafio finito posee un tiempo
medio de relajacion Ty, , el cual se debe esperar para observar un cruce a través de la
barrera de energia libre (finita) que separa los dos estados temodindmicos. En la figura
1.2.a [Palmer 1982, 1983] podemos observar un esquema de la dependencia con N de Ty,
para el modelo de Ising. Si 1,, < T4, (en la figura T,, = #), entones el sistema estard
atrapado en una de las componentes y tendremos m # 0 (en la figura <M> = m). Por otro
lado, si t,,, > T, , el sistema podra explorar los dos estados termodindmicos y por lo tanto
tendremos m = 0. Como vemos en la figura 1.2.a, Ty, —> cuando N — oo, lo que indica
que en el limite termodindmico el sistema no serd ergodico y, al igual que en una muestra
ferromagnética macroscopica, m # 0.

La figura 1.2.b [Palmer 1982, 1983], muestra un esquema de la dependencia de la
magnetizaciéon con la temperatura del sistema. En la parte inferior, podemos ver la
estructura de la energia libre con respecto a la magnetizacion para dos temperaturas, una
por debajo y otra por arriba de T.. Nuevamente, para T > T existe un solo minimo en el
que el sistema posee un estado termodindmico con m = 0. Por otro lado para T < T, son
dos los minimos, cada uno con m> 0 y m < 0. En el modelo de Ising se puede demostrar
que, la barrera de energia libre que separa estos dos estados termodindmicos es
proporcional a L*!, donde L es el tamafio lineal del sistema y d la dimensién del espacio
[Binder and Young 1986].

Para formalizar los ejemplos y razonamientos anteriores, consideremos un sistema

clasico de tamario finito N, cuyos estados accesibles ® pertenecen al espacio fase £ [van
Enter and van Hemmen 1984]. El promedio configuracional de un observable A (®) estd dado
por
A, =IdP((x))A((x)), (1.25)
Q

donde la integral (o suma) anterior se extiende a todos los estados del espacio fase €2, cada
uno de los cuales tiene una densidad de probabilidad P(®) . Por otro lado, supongamos
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que inicialmente el estado del sistema es ® y su posicién al tiempo t estd dada por E, ®,
siendo E, un operador que representa la dindmica de evolucién del sistema. E1 promedio
temporal del mismo observable, calculado a lo largo de la trayectoria que sigue el sistema en
el espacio fase, es:

A

tem

1%
= hrnt—jdt A(E ). (1.26)
tg—oo
00

Ahora bien, si todos los estados son igualmente probables y la probabilidad P es
independiente del tiempo, entonces P(®) = P(E, ). Decimos que P es ergoddica con
respecto a la dindmica E, , si el conjunto vacio y Q son los tnicos conjuntos invariantes

bajo la transformacién E, :
EQcQ. (1.27)

Como consecuencia de ello, los promedios configuracional (1.25) y temporal (1.26) de un
mismo observable, serdn exactamente iguales.
Una posibilidad es que P no sea ergoddica con respecto a la dindmica E, . En este

caso Q estarfa fraccionada en conjuntos disjuntos €, , cada uno de ellos invariante:

o=Jo, 2NQ =0, EQcQ,. (1.28)

Para un sistema que ha sufrido el quiebre de su ergodicidad (acompafiada de una transicién

de fase), las €, representan componentes ergddicas o estados termodindmicos de igqual energia libre.
Esto dltimo implica que, es lo mismo calcular el valor de la energia libre por grado de
libertad (o por espin) sobre todos los estados de €2, que hacerlo sobre cualquiera de sus
componentes £, . Siempre obtendremos el mismo valor. Por otro lado, los promedios
(1.25) y (1.26) efectuados sobre un observable cualquiera, no tienen por que ser iguales.
Tal es el caso de la magnetizacion de un ferromagneto: en el limite termodindmico y por
debajo de T., el promedio configuracional de m serd igual a cero (sin una adecuada
separacion ergodica), mientras su promedio temporal serd distinto de cero.

Finalmente, debemos considerar la nocién de pardmetro de orden. Para un sistema
desordenado como un SG, la siguiente propiedad deberia ser satisfecha [van Enter and van
Hemmen 1984]:

para una dada realizacién del desorden,

el pardmetro de orden deberia ser aapaz (1.29)
de sefialar aida componente ergodiar.

En otras palabras, un buen pardmetro de orden tendria que tomar diferentes valores en cada
uno de los estados termodindmicos, en los que puede caer el sistema luego de una
transicion de fase. Claramente, esta propiedad se cumple también para un sistema que no
es desordenado. Tal es el caso de un ferromagneto, en el que la magnetizacion (el
pardmetro de orden) toma un valor positivo o negativo, de acuerdo a la componente en la
que se encuentre el sistema.

Para los SG diversos pardmetros de orden han sido definidos [Binder and Young
1986], ninguno de los cuales satisface la propiedad (1.29). Como veremos en el capitulo 3,
al explorar el estado fundamental del modelo de Edwards y Anderson * |, seremos capaces
de aislar un cierto orden magnético. Mas tarde, en el capitulo 4, utilizaremos esta
informacién para describir la fase y definir un nuevo pardmetro de orden, el cual serd capaz
de satisfacer (1.29).
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1.3 Elmodelo de Edwards y Anderson * |

Si estamos interesados en estudiar un SG metélico tal como el CuMn o el AuFe,
facilmente podemos disefiar un modelo que sea fiel a la realidad. Esto se logra
distribuyendo al azar momentos magnéticos de espin sobre los sitios de una estructura
tridimensional periddica, por ejemplo fcc. Posteriormente, el acoplamiento entre espines
puede realizarse a través de la interaccion RKKY. Aunque una investigacion detallada de
este tipo de modelos es de gran importancia, debido principalmente a su gran complejidad,
los estudios tedricos tratan de evitar este tipo de sistemas. La experiencia demuestra que,
es posible obtener buenos resultados e informacién valiosa, trabajando con modelos
discretos que capturen las caracteristicas esenciales observadas en los sistemas
experimentales.

Siguiendo esta linea de pensamiento, en el afio 1975 Edwards y Anderson
introdujeron un modelo discreto con interacciones de corto alcance, que denominaremos
modelo Gaussiano de E dunrds y Anderson (EAG) [Edwards and Anderson 1975]. La idea
central consiste en describir un SG por medio de un hamiltoniano tipo Ising con
interacciones mixtas:

H=;¥ch, (1.30)
22

Como veremos, el hamiltoniano anterior es de la forma (1.22) para un campo
magnético externo nulo. A pesar de que 6, = * 1 sigue siendo la variable de espin del sitio
i-ésimo, las interacciones ya no son todas iguales. Cada una de las J;; acopla los dos espines
primeros vecinos situados en los sitios i y j, y viene dada por una distribucién gaussiana:

P(J, )= ﬁexp— (0., -10/aT. 131)

Como puede observarse en la ecuacion anterior, la distribucién estd debidamente
normalizada y AJ representa la dispersién de intensidad de los enlaces J;; . ], es el valor
medio, el cual puede seleccionarse adecuadamente para incorporar diferentes
concentraciones de enlaces F (valores negativos de J;) y AF (valores positivos de J;), o
simplemente anisotropfa. Si J, = 0, tendremos el caso tipico de igual probabilidad de
ambos tipos de enlaces. En este modelo el desorden se introduce en dos etapas: primero se
eligen todos los J;; de acuerdo a la funcién de distribucion y, posteriormente, estos se
distribuyen espacialmente al azar uniendo cada uno de los pares de espines primeros
vecinos.

Dos afios mas tarde, Toulouse propuso una nueva version del modelo de EAG, en
la cual s6lo sustituyd la funcién de distribucién de los enlaces (1.31) por otra més simple
[Toulouse 1977]:

P(],‘,j):(l_x)s(],‘,j+})+xs(}i,]'_])- (132)

En la ecuacién anterior, x es la concentracién (entre 0 y 1) de enlaces AF (= +]),1 - x la

concentracion de enlaces F (= -] ) y 8 es la funcién delta de Dirac que cumple con las
siguientes propiedades:
d(x—x,)=0 & «x=#x, (1.33)

TWS@—%%ﬂw=fwa. (1.34)

Por razones histéricas [Binder and Young 1986], nos referiremos a este sistema como

modelo frustrado o modelo de E dunrds y Anderson £ | (EA). A pesar de que en principio, todas
las técnicas empleadas en este trabajo pueden ser aplicadas a cualquier modelo discreto de
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SG, por simplicidad, estudiaremos tinicamente el modelo EA para una red cuadrada de N
sitios con condiciones de borde periddicas.

Como sefialamos anteriormente, una vez elegida la concentraciéon x, una
determinada realizacién del desorden o muestra, se obtiene al distribuir al azar sobre la red
todos los enlaces dados por la distribucion (1.32). La figura 1.3 representa una muestra
tipica para una red cuadrada de N = 64 espines a una concentracién de enlaces AF de x =
0,5. Los sitios de la red (circulos) son ocupados por espines, que se encuentran vinculados
por 2 N enlaces, tanto F (barras simples) como AF (barras dobles). Los enlaces dispuestos
en el perimetro superior y derecho de la figura, representan las condiciones de borde
periddicas, las cuales se incorporan al sistema para minimizar los efectos de tamafio finito
en las simulaciones numéricas.

<> 1 W= I |
O—O=—O=0O—0O=0O=—0=—0=
| x| x| x| <[] |
O=0O0—O=0=0=0=—0O=0=
| | I || <
O=0—0O—0O0—0O0=0=0=0—
Il I 1 IxI x| x
O=0—-O0=0=—-0=0=0=0=
[ | < | x> | xI[lx
O=0=0=0—-O=0=0=0=—
< >x]x] I 1xI
O=0—0O0—0O=0O0—0O—0=0=
| | Il |x
O=0O0—0=0=0—0O=0—0=
1> I I lx] x|
O O0=0=—O0=0=—O=—=O=—=O=—

Figura 1.3. Muestra cuadrada de concentracién x = 0,5, formada por 64 espines
(circulos) que se vinculan a través de 128 enlaces, la mitad de los cuales son F
(barras simples) y la otra mitad AF (barras dobles). Las cruces marcan aquellas
plaquetas que son curvas.

A pesar de que el modelo es muy simple (pero muy dificil de tratar analitica y
numéricamente), incorpora los ingredientes imprescindibles para que el sistema sea un
buen SG: desorden estructural 'y frustracion de enlaces. Para entender a qué nos referimos con
frustracion de enlaces, definiremos algunos términos topolégicos. Una plaqueta es el menor
circuito cerrado de enlaces de la red (en este caso formado por un cuadrado en cuyos
vértices hay 4 espines). Aquellas que se encuentran formadas por un nimero impar de
enlaces AF, son llamadas plaquetas curms. A su vez, decimos que un enlace esta satisfedio en
una dada configuracién, cuando su aporte al hamiltoniano es — J. Es decir, un enlace F
(AF) estaréd satisfecho, si los dos espines que vincula se encuentran orientados en el mismo
sentido (en el sentidos opuesto). Por otro lado, un enlace estara frustrado, si su aporte al
hamiltoniano es + J.

En la figura 1.3 se han marcado las plaquetas curvas con una cruz. Esta muestra
posee un gran nimero de ellas debido principalmente a que la concentracién es 0,5. Ahora
podemos entender facilmente a que nos referimos con frustracién de los enlaces: no es
posible encontrar una configuracién de espines que, simultdneamente, satisfaga cada uno
de los enlaces de una plaqueta curva. Como veremos en el capitulo 2, una consecuencia
directa de ello es que el estado fundamental del modelo de EA es degenerado y con una
entropia distinta de cero, incluso en el limite termodindmico. Este elevado ntimero de
configuraciones atenta contra el establecimiento de un orden de largo alcance. Mas
adelante en el capitulo 3, analizaremos estos estados para demostrar que existe un
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estructura ordenada que subyace bajo este orden configuracional. Dicho andlisis sera la
base para fundamentar la definicién de un nuevo pardmetro de orden.

Usualmente, se afirma que el modelo de E A bidimensional es un sistema idealizado,
cuyas predicciones no tienen un correlato experimental. Esto se fundamenta en que, en el
modelo, todos los sitios de la red son ocupados por un momento de espin. Esto no
sucede en un SG real, ya que el mismo se sintetiza diluyendo levemente un material
magnético (que aporta los espines) en una matriz no magnética. Sin embargo,
recientemente se ha reportado que el Rb, Cu,_, Co, Fe, es una realizacién experimental
aceptable del modelo de EA en la red cuadrada. Si r = 1, tenemos Rb, Co Fe, , un
antiferromagneto tipo Ising [Samuelsen 1973]. En el otro extremo para r = 0, encontramos
que el Rb, Cu Fe, se comporta como un ferromagneto tipo Heisenberg [Yamada 1972]. En
un punto intermedio, para una concentracion de cobalto r = 0,218, el sistema presenta un
estado de SG con una distribucién de enlaces del tipo (1.32), para igual concentracién de
enlaces F y AF [Dekker et al. 1988a, 1988b]. EIl hecho de que este material tenga un
comportamiento similar al de un modelo bidimensional, se debe a que su estructura est4
formada por planos de iones magnéticos . Estos planos se encuentran muy separados entre
si, originando que la interaccién de intercambio en el plano, sea tres veces mas fuerte que
perpendicularmente a él. Sea cual sea su justificacion, a lo largo de los afios el modelo de
E A en todas sus versiones, se ha instalado como el prototipo para describir los fendmenos
cooperativos en sistemas magnéticos desordenados con interacciones competitivas, tales
como los SG [Binder and Young 1986].

Antes de finalizar este capitulo, demostraremos una propiedad que nos serd de
gran utilidad. En ausencia de campo magnético externo, el modelo de EA para una red
cuadrada de sitios, tiene una simetrfa con respecto a x = 1/2, es decir, los célculos
realizados a una concentracién x valdran también para 1 - x. Esta propiedad, que nos
permite restringir nuestra busqueda a la mitad del rango de concentracién, debe tomarse
con cierta precaucion ya que no significa que es valida para el calculo de cualquier cantidad.
Un ejemplo de ello es la magnetizacién por espin la cual, por debajo de la temperatura de
Curie, es diferentes de cero para un ferromagneto (x = 0) e idénticamente nula para un
antiferromagneto (x = 1). Para ser precisos, la simetria con respecto a x = 1/2 en el
modelo de E A sélo es vélida,

a) para redes que pueden ser separadas en s6lo dos subredes idénticas, con cada una de
estas constituida por sitios que estén desconectados a primeros vecinos,

b) y para un observable A que, si tiene una dependencia configuracional, pueda ser
mapeado de una concentracién x a otra 1 — x de igual forma que el hamiltoniano.

Satisfechos estos requisitos (que més tarde aclararemos), se cumplird para el valor medio
del observable que:
A(x)=A(l—-x) parax e[0,1]. (1.35)

Para corroborar (1.35) basta con demostrar que, para cada muestra de concentracién x,
siempre es posible hallar otra de concentracion 1 — x que tenga no sélo los mismos niveles
de energia, sino que estén igualmente poblados.

Comenzamos considerando una muestra { J; j} de concentracién x, a partir de la

cual construimos otra { ] , j}de concentracion 1 — x, sustituyendo los enlaces F y AF por,

respectivamente, enlaces AF y F. Es decir,

%

],',]‘ :_],',]‘ V(l, ])/ (136)
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donde la expresiéon (ij) nos dice que los sitios i y j son primeros vecinos. Si el
hamiltoniano del sistema { J: j} es (1.30), para { ] , ].} seré:

H =Y ] o0 (1.37)
(i, ])

Ahora bien, supongamos que la red de sitios ® se puede separar en dos subredes del
mismo tamafio (nimero de sitios) y geometria, ®, y ®, , de tal forma que no compartan
ningtn sitio en comun:

®=0,U0, y 0,N10,=0. (1.38)

A su vez, para que se satisfaga el requisito a), cada subred no debe estar conectada por
sitios primeros vecinos, de tal forma que

si(i,j) =>i€e@®,yje®, o jeByie0,. (1.39)

Teniendo en cuenta la separacién en subredes y la relacion (1.36), reescribimos el
hamiltoniano (1.37) dividiendo la suma entre primeros vecinos, en otras dos que corren
sobre sitios de diferentes subredes:

H=Yo Y J,o=Yo } J,(=) (140)

ic®, €0, /(i, j) ic®, j€®, /(i, )
Por dltimo, considerando el mapeo

B o, sike @,
G, = (1.41)

-0, sike @,

podemos reescribir (1.40), para corroborar que es idéntica al hamiltoniano (1.30) del
sistema {]w.}:

H'=Yo, Y ], o,=H (1.42)

€@, €O, /(i,])

El mapeo (1.41) nos permite establecer un vinculo uno a uno entre las configuraciones del
sistema { I j} de concentracion x, con las del { ] 1 j}de concentracion 1 — x y, a su vez, la

igualdad (1.42) nos dice que el hamiltoniano no cambiara bajo esta misma transformacién.
Es decir,

Z(x)=Z(1-x) (1.43)

y los dos sistemas tendran las mismas propiedades termodindmicas.

Ejemplos de redes que cumplen el requisito a) son las cuadradas y hexagonales. La
figura 1.4 muestra su separacion en dos subredes idénticas. Por otro lado, una excepcion es
la red triangular, ya que esta s6lo puede separarse en tres subredes en lugar de dos. De
hecho en este caso, si todos sus enlaces son F (x = 0), en el GM cada uno de ellos estara
satisfecho. Pero, si los sustituimos por AF (x = 1), siempre un tercio se encontrard
frustrado, dando vida a una energia del estado fundamental mucho mayor que la anterior.
Esto se debe a que todas las plaquetas de una red triangular de enlaces AF serdn curvas.
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Figura 1.4. Los circulos negros y blancos, diferencian los sitios pertenecientes a
las dos subredes que conforman (a) la red cuadrada y (b) la red hexagonal.

Por otro lado, es fécil corroborar que el requisito b), implica que la simetria se
cumple para la energia media, la entropia (que depende tnicamente de la estructura y
poblacion de los niveles de energia) y por lo tanto para la energfa libre. Sin embargo, como
apuntdbamos al comienzo, la magnetizacion no respeta la simetria (1.35), debido a que
tiene un valor para cada configuracion de espines y este cambia bajo el mapeo (1.41). De
hecho, una red con m = 1, serfa transformada en otra con m = 0 de la misma energfa.
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Capitulo 2

Propiedades termodinamicas
del nivel fundamental

Durante décadas, se han desarrollados diversas técnicas analiticas y numéricas para
determinar las propiedades termodindmiais del estado fundamental de sistemas complejos como el
modelo de EA. Esta insistencia no es caprichosa y se debe en gran parte a la necesidad de
obtener nueva informacién que permita realizar una caracterizacion acabada del GM de un
vidrio de espin. En especial, la entropia, es una cantidad cuyo célculo se dificulta al
incrementar el tamarfio del sistema estudiado.

Existen diferentes estrategias para calcular la entropia del GM de una muestra
particular de un modelo discreto como el de EA. Por un lado, a partir del postulado de
Boltzmann sabemos que basta con contar el ntimero total de estados de minima energia
del sistema. Aunque un proceso de este tipo nos permite obtener un wilor exacto de
entropia, sélo puede realizarse numéricamente para tamafios muy pequefios de red [Vogel
et al. 1994; Ramirez-Pastor, Nieto and Vogel 1997; Vogel et al. 1998; Ramirez-Pastor et al.
2000; Vogel, et al. 2002], ya que la degeneracién del GM se incrementa exponencialmente
con N. A pesar de ello, hay técnicas sencillas como el método de cincidencias de Ma [Ma
1985] y el de estados loarles de Meirovitch [Meirovitch 1977], y muy complejas como un
algoritmo de tipo gneético apoyado por una buisqueda balistian [Hartmann 2000], que permiten
aproximar la entropia del estado fundamental a partir del andlisis de un ntimero limitado de
estados representativos.

En este capitulo hemos empleado el llamado método de integracion termodindmia , el
cual permite calcular la diferencia de entropia entre dos estados de equilibrio, integrando la
energfa media del sistema a través de un camino reversible. Esta técnica fue usada por
primera vez por Kirkpatrick, para determinar la entropia del estado fundamental en el
modelo de EA [Kirkpatrick 1977]. Sin embargo, debido a la baja capacidad de célculo de
la época y al gran tamafio de red usado (N = 6400 espines), el valor que obtuvo no acuerda
con los mejores célculos efectuados hasta la fecha. En su momento, esta discrepancia fue
atribuida directamente a las dificultades en la implementacién en vidrios de espin del
método de integracion termodindmica. Como veremos en este capitulo, hoy en dia es
posible usar dicha técnica para estimar eficientemente el limite termodindmico de la
entropia del GM.

En la primer seccion de este capitulo describiremos el método de integracion
termodindmica. A continuacién, analizaremos la estrategia de Monte Carlo (MC) usada en
este trabajo, para simular el modelo de EA en la red cuadrada de sitios. En la seccion tres,
determinaremos todos los errores estadisticos cometidos en la implementacién del método
de integracion termodindmica y, por dltimo, compararemos los resultados obtenidos con
los reportados en la literatura.

2.1 El método de integracién termodindmica
Consideremos el concepto termodindmico de entropia: la entropia, S, de un sisterma es
una funcion de las wriables termodindmiaas, cuyo cambio entre los estados de equilibrio i y f es iqual a la

integral
f
5 Q
Sf_Si: J.T, (21)

R i
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aladlada a lo larg de cualquier trayectoria reversible R que una ambos estados [Zemansky 1968]. En

la ecuacion (2.1), 8Q es el diferencial de calor (inexacto, ya que Q no es una funcion de las
variables termodindmicas y depende de la trayectoria elegida) transferido en forma
reversible entre el sistema y un foco calorifico a la temperatura T. La trayectoria R se
puede realizar como sigue. Si inicialmente el sistema se encuentra en un estado de
equilibrio i a la temperatura T, , podemos situarlo en otro muy préximo, poniéndolo en
contacto con un foco calorifico a una T = T, + dT, donde dT representa un cambio
infinitesimal en la temperatura. El cambio en la entropia del sistema serd

_%Q
T 7

ds 2.2)

donde tomaremos por convencioén que, el calor transferido en forma reversible es positivo
si ingresa al sistema y negativo si sale de él. Repitiendo este proceso cuasi-estdtico un
numero infinito de veces, podemos pasar al sistema del estado de equilibrio i al f. El
cambio total de entropia serd simplemente una suma sobre todos los incrementos de
entropia del tipo (2.2), lo cual esté representado por la integral (2.1).

Para determinar experimentalmente un cambio de entropia en el sistema, debemos
someterlo a un proceso similar al anterior, sélo que con un ntimero finito de pasos. En
cada uno de ellos, pondremos al sistema en contacto con un foco a una temperatura T (lo
més proxima posible a la anterior) y mediremos el calor transferido hasta que se restaure
nuevamente el equilibrio termodindmico. Como veremos en la préoxima seccién, a pesar
de que en un experimento numérico es sencillo lograr el equilibrio a diferentes temperaturas,
no podemos medir entradas o salidas de calor del sistema. En su lugar, es sencillo
determinar los cambios producidos por la variaciéon de temperatura en, por ejemplo, la
energfa interna U. De acuerdo a la primera ley de la termodindmica [Zemansky 1968],
existe un vinculo entre el calor transferido y el cambio en la energfa interna del sistema:

dU=8Q-8W . 2.3)

Aqui dW es el diferencial de trabajo, cuyo valor supondremos positivo si el sistema es el

que hace trabajo sobre el medio exterior (una convencién de signos opuesta a la de 8Q). Si
el trabajo realizado es cero (para un sistema de espines esto se logra si el campo magnético
externo es nulo), entonces (2.3) permite reescribir la ecuacion (2.1) como:

—. (2.4)

La ecuacién anterior es una expresion particular del método de integracion termodindmica
(TIM) para un sistema cerrado, que sélo puede intercambiar calor con el medio exterior
[Kirkpatrick 1977; Binder 1985; Roma4, Ramirez-Pastor and Riccardo 2000].

A partir de (2.4) podemos calcular numéricamente la entropia del estado
fundamental del sistema.  Es importante tener en cuenta que, es imprescindible contar
con un estado inicial o de referencia, ya que este método s6lo nos permite calcular un cambio
de entropia entre dos estados de equilibrio. Como veremos en la préxima seccion, en una
simulacién de MC podemos partir nuestra trayectoria desde una temperatura infinita. A
pesar de que para la mayoria de los sistemas es necesario realizar un célculo analitico o
numérico de la entropia absoluta cuando T, — oo [Romd, Ramirez-Pastor and Riccardo 2000,
2001], para los modelos de tipo Ising esto no es necesario. A una temperatura
suficientemente elevada (en rigor infinita), las 2" configuraciones posibles del sistema son
igualmente probables y por lo tanto la entropia por enlace de nuestro estado de referencia
sera:
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1 In2
S, =limS(T)=—In2" =— (2.5)
T—e 2N 2

(de ahora en mas, expresaremos todas las cantidades termodindmicas normalizadas al
numero de enlaces de la red 2N).

Por otro lado, debido a que la cantidad que controlamos en una simulacién es la
temperatura (para la cual medimos U), es conveniente realizar un cambio de variables en
(2.4). Comenzamos realizando una integracién por partes:

S(Tf)—S(Ti):w—@—J.U d (l)du

T, T, 4 du(T

S(T,)=S(T,)= 2.6)

Tf T, _1;[T,Ud

ur,) ur,) ¢ ( 1 )

Si definimos un nuevo hamiltoniano H™ que difiera del original H por una constante
aditiva 2N U,

H =H-2NU,, (2.7)

entonces es trivial comprobar que la relacién entre las energias medias por enlace U y U
sera:

U (T)=u(T)-U,. (2.8)

Haciendo una simple sustitucion, podemos ver que la entropia del sistema no cambiard su
valor ante esta transformacion:

. . 1/T; /T,
S(Tf)—S(Ti):%+ﬁ—w—ﬂ— | u*d(l)—uo | d(%)

f f i i 1/T; T 1/T,

u(r) u@) (1) e e
r r JT{u d(T)—S(Tf) S(T).  (29)

S(T,)=S(T,) =

Si ahora escogemos U, igual a la energfa por enlace en el estado fundamental

u, = imu(T), (2.10)
entonces
;jnéu*(:r)ﬂjnéucr)—uo =0. (2.11)

Con esta eleccion de U, y tomando los limites T, — 0 y T, — oo en la ecuacion (2.9),
podemos fécilmente calcular la entropia del estado fundamental como

5(0)=5(oo)—ju*d 1) (2.12)
0 T
donde hemos considerado que
lim uia_ 0 (2.13)
T; —o0 T

i
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L U(T)

T 0
[ Tf

=0 (2.14)

El limite (2.13) es fécil de comprobar, debido a que la energia media por enlace tiende a un
valor finito incluso cuando T — 0. Sin embargo, el hecho de que el limite (2.14) sea cero,
merece una explicacién mds cuidadosa ya que cuando T — 0 la energfa media U — 0 (ver
ecuacion (2.11)), lo cual en apariencia indica una indeterminacién.

Consideremos que estamos a una temperatura suficientemente baja, como para que
los tinicos niveles con una poblacién apreciable sean el fundamental y el primer excitado.
Entonces, la energia media tendrd aproximadamente la siguiente dependencia exponencial:

U'(T )< exp(~H,B) (2.15)

En la ecuacién anterior H, es la energia del primer nivel y B = 1/k,T. Finalmente,
teniendo en cuenta (2.15) podemos reescribir (2.14), para luego resolver el limite aplicando
la regla de L'Hopital (derivando, por separado, el numerador y el denominador con
respecto a B ):

. B ) 1
lim—F  =lm—— =0, .
P op(H.B) P H, exp( B (210

Si reemplazamos el estado de referencia (2.5) en la integral (2.12), podemos escribir
la expresion definitiva del TIM que usaremos en este capitulo para calcular la entropia del
GM por enlace:

Sk(0)=%—TUZd(%). (2.17)

En la ecuacién anterior, hemos incorporado el subindice k para indicar que se trata de la
entropfa de una muestra particular (mds tarde deberemos realizar un promedio en el
desorden). En la siguiente seccién veremos la metodologia de MC que hemos empleado
para aproximar la integral del lado derecho de (2.17). Maés tarde, derivaremos los errores
estadisticos mdas importantes que afectan este calculo y veremos cémo el resultado
obtenido acuerda con lo reportado en la literatura reciente.

2.2 Simulacién de Monte Carlo
En este trabajo hemos estudiado el modelo de EA en la red cuadrada de sitios,
usando simulacién de Monte Carlo en la asamblea canénica. Como es usual, el algoritmico

genera un proceso de Markov definido en términos de la probabilidad de aceptacién de
Metropolis [Metropolis et al. 1953; Binder 1979]

Wi,f = rrun{1, eXP(_AHi,f /kBT )}/ (218)
donde AH,; es la diferencia de energfa entre una configuracién inicial ; y otra final @, :
AH,, =H;-H,. (2.19)

El estado @ se propone (ya que posteriormente debe aceptarse) a partir de ®; mediante un
mecanismo local de spin flip, es decir, cambiando el estado de un espin de la red elegido al
azar [Glauber 1963]. Este proceso genera una cadena o trayectoria en el espacio fase que,
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luego de una cantidad adecuada de iteraciones N7, (N iteraciones es una unidad de tiempo
de MC) que son despreciadas (necesarias para alcanzar el equilibrio termodindmico), visita
cada una de las configuraciones del sistema un ntmero de veces proporcional a la
probabilidad candnica. Si el nimero de iteraciones efectins es N (r es el tiempo total de
MC en el equilibrio termodindmico), entonces es sencillo demostrar que el valor medio de
un observable A a una temperatura T se puede determinar mediante un simple promedio
aritmético [Binder 1979]:

1
A(T)—;;Ai (2.20)

En la ecuacion anterior, A; es el valor del observable muestreado en el i-ésimo tiempo de
MC. Un esquema del algoritmo usado se presenta a continuacion:

a) Situamos al sistema sobre una primer configuraciéon ®, seleccionada al azar.

b) Generamos otra ; a partir de la anterior, eligiendo un espin al azar y cambiando
su estado.

c) Calculamos la variacién de la energia AH,; que sufriria el sistema si se aceptara el
cambio propuesto i — f .

d) Determinamos el valor la probabilidad de Metropolis W .

e) SiW, =1 aceptamos el cambio. Pero si W;, < 1, seguimos el siguiente esquema:
generamos un ntmero al azar § € [0,1] y luego, si W,,>& , aceptamos el cambio.

f) Si se produjo un cambio, se toma ®; como la nueva configuracién inicial.
Regresamos al punto b).

El primer paso para determinar la entropia del GM usando (2.17), consiste en
calcular la energia media por enlace [usando un promedio del tipo (2.20)] en n estados de
equilibrio entre T = 0 y T = oo. La figura 2.1 representa un ejemplo para el modelo de EA,
para una muestra de N = 16 espines y concentracion x = 0,5 (de ahora en adelante
tomaremos k; = | = 1 sin que esto origine una pérdida de generalidad).

0.75 ! — T T T T T T 1 U

0.60{? .

045{ |7 Areabajo la curva = S(e0) - S(0) -

0.30 1 k -

0.15

0.00
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0

1
T

Figura 2.1. Energfa media por enlace en funcién de la inversa de la temperatura

para una muestra de N = 16 espines yx = 0,5.

Es importante destacar que los dos estados extremos, T = 0 y T = oo, pueden ser
determinados con MC. Sin embargo, en la practica un sistema finito se localiza
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indefinidamente en el GM a una temperatura mayor que cero, en nuestro caso T = 0,25.
Esto se debe a que, a esta temperatura, la probabilidad de ocupar el primer estado excitado
es muy pequefia, por lo que durante el tiempo total de muestreo r dificilmente se observa
al sistema fuera del fundamental. Este comportamiento no perjudica al proceso de calculo
de la entropia ya que, la contribuciéon de los puntos de muy baja temperatura, es
practicamente despreciable (lo cual se evidencia en la figura 2.1).

Como veremos en la proxima seccién, luego de obtener la energia media en n
estados de equilibrio, debemos emplear alguna técnica numérica para aproximar el valor
del &rea bajo la curva a partir de este ntimero discreto de puntos. Por otro lado, cada
energfa media se obtiene con un dado error de simulacion el cual repercute en el calculo de
la integral (2.17). Por ello, también determinaremos las principales fuentes de error que
afectan el cdlculo de entropia con TIM.

2.3 Técnica de aproximacién trapezoidal y errores numéricos
La técnica més sencilla para aproximar la integral de una funcién arbitraria f(1)
definida en el intervalo [a,b], es el método trapezoidal (MT) [Press et al. 2002]:

(b~
12

b A n—1 , )
ff(y)dy=7y{f(a)+f(b)+22f(yz)}— Derap. @2

En la ecuacion anterior, Ay = (b - a)/n es la separacién entre los n + 1 puntos y,= a + [ Ay
para los que se evaltia f. Podemos ver que, el término cuadratico de error estd afectado
por la derivada segunda de la funcién evaluada en un punto € € (b - a). Con el MT
simplemente aproximamos la integral, calculando el drea bajo una poligonal formada por la
unién con segmentos de todos los pares de puntos que son contiguos entre si. A medida
que el nimero n aumenta, disminuye Ay y por lo tanto también lo hace el error sistematico
en (2.21) (si la derivada segunda no cambia de signo, como es en nuestro caso).

Las tres principales fuentes de error que afectan al célculo de entropia del nivel
fundamental son [Roma et al. 2004]:

- El error de integracion (IE), el cual estd asociado a la técnica numérica usada para
aproximar la integral (en nuestro caso este se corresponde con el término de error
del MT).

- El error de simulacion (SE), el cual se origina en el cdlculo de la energia media
mediante MC.

- El error de muestreo (SAE), originado por la eleccion de un conjunto finito de
muestras de un dado tamafio, que se toman como representativas del desorden del
sistema.

En lo que sigue, encontraremos una expresion analitica para cada una de las fuentes
de error. Comenzamos escribiendo el MT para la integral del lado derecho de (2.17) (para

la muestra k-ésima):
T (1
I, = !uk d (?)

21 . . =, C

Ik,n(N):——{Uk(N,Tf)+Uk(N,T,.)+ZZLIk(N,T, )}+—2, (2.22)
n 7= n

donde

16 ..
c=ZU (N ). (2.23)
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Como aclaramos anteriormente, los extremos de temperatura se tomaron entre Tf =025y
T, = oo, con las T, dentro de este mismo intervalo. El dltimo término del lado derecho de
(2.22) es el error sistemético de integracion IE. Para determinar el valor de C para un dado
N y para una dada muestra, calculamos la entropia mediante (2.17) [aproximando la integral
con (2.22)] para diferentes valores de n, lo que permiti6 constatar una dependencia
funcional del IE con n”. Este proceso se realizé sobre 500 muestras, para pequefios
tamafios de red entre N = 16 y N = 81, encontrdndose un valor de C = 2 que no depende
apreciablemente del tamafio de red y de la muestra considerada.

Para determinar el error de simulacién SE, comenzamos considerando que para un
tamafio N y una temperatura T, la distribucién de probabilidad, de que el sistema tenga
una dada energfa (que es una cantidad extensiva normalizada en este caso al nimero de
enlaces) debe ser una funcién gaussiana [Binder and Young 1986] con un ancho
proporcional a N % (esto se cumple s6lo aproximadamente para pequefios tamafios de
red). Por lo tanto, si realizamos un promedio sobre r valores de la energia, obtenemos una

estimacién de U, (N ,T) con un dado error estadistico
U,(N,T)=U, (N, T)*AU, (N,T), (2.24)

donde U, (N,T) es el promedio y
w (T)

T

Podemos apreciar en la ecuacion anterior, que la dependencia del error con k y T ha sido
absorbida por U, cuya funcionalidad no nos detendremos a analizar. Sin embargo, la
dependencia con 7 tiene una explicacién sencilla: mientras un solo valor de energia tiene
una incertidumbre del orden del ancho de la distribucién (< N "/*), el promedio sobre r
valores de este tipo, tendra un error menor que se verd atenuado por r2

E1SE tiene su origen en el error con que se mide cada una de las n + 1 energias que
participan en la evaluacion del MT. Teniendo en cuenta (2.24) y (2.25), reescribimos (2.22)

como

AU, (N,T)= (2.25)

A C
Ikn(N)=IkM(N)i\/L+—2, (2.26)
’ o Nrn n
donde
2. . . =,
Ikrm(N )= —;[Ukrr(N,Tf)JrUkrr(N,Ti)+ZZUM(N,T, )} (2.27)
1=1

es la integral determinada con los valores de energia calculados en la simulacién de MC. La
funcién A, es un promedio para una muestra sobre las 1 + 1 energfas:

A, = ,/8<uk2(T )>n . (2.28)

Si realizamos ahora un promedio de la entropia sobre M muestras (que es un promedio
aritmético, ya que S es extensiva), obtenemos

Su(N,0)=(S.(N,0)),, (2.29)

4 (2.30)

JNraM n’

Su(N,0)=S§,,,(N,0)*
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donde A es el promedio de A, alo largo de M muestras y

In2
Sura(N,0)= Y —Iy,.,(N) (2.31)

es nuestro estimador de la entropia del GM. El segundo término del lado derecho de
(2.30) es el SE (notemos que este error se ha atenuado nuevamente, como consecuencia del
promedio sobre M muestras). Para determinar A, comparamos la entropia calculada
mediante (2.17), con la obtenida en forma exacta contando el nimero total de estados
mediante un algoritmo denominado EFIS [Vogel et al. 2002]. Este proceso se realiz6 sobre
500 muestras, para pequefios tamarfios de red entre N = 16 y N = 81, arribando a una valor
de A =2.

Para un dado tamafio de red N, existe un valor definido de entropia del estado
fundamental S(N,0). Sin embargo, debido a que el nimero total de muestras es enorme,
realizamos una estimacién de la entropia a partir de un promedio aritmético sobre M de
ellas elegidas al azar. Al igual que en el caso de la energia media, la distribucion de entropia
(en el desorden) es gaussiana con ancho N 12 Sj realizamos ahora un promedio sobre M
muestras, entonces podemos escribir

A B
(N,0)+ + ey (2.32)

S(N,0)=S§ + +
(N0 JNraM T NM A

M,rn

El tercer término del lado derecho de la ecuacion anterior es el error muestra o SAE.
Podemos apreciar que, en (2.32), se han reunido todos los errores que afectan el calculo de
entropia del nivel fundamental al usar TIM y simulacién de MC. Finalmente, a partir de la
comparacion con resultados exactos, obtenemos un valor de B = 0,14.

Concluimos esta seccion analizando el error en la determinacion de la energia del
estado fundamental. Debido a que para una dada muestra este valor es tnico y no
proviene de un promedio térmico, su error simplemente es muestral:

U(N,O)zuM(N,O)iﬁ. (2.33)

En la ecuacién anterior, el estimador de la energia se ha obtenido como un promedio en el
desorden:

U, (N,0)=(U,(N,0)), . (2.34)

Como antes, a partir de la comparacién con resultados exactos, se determiné que D = 0,23.

2.4 Energia y entropia del estado fundamental

Como hemos visto en la secciéon anterior, a partir de la comparacién con datos
exactos calculados con EFIS, se pudo determinar la magnitud del error cometido en la
implementacién de TIM. La tabla 2.1 muestra los valores de energia calculados con ambas
metodologfas, asi como los errores de muestreo determinados con (2.33). Los tamafios
considerados estuvieron comprendidos entre N = 16 y N =81 (500 muestras por cada N).
Podemos ver que, ambos algoritmos son capaces de llegar al estado fundamental de cada
una de las muestras estudiadas, ya que los valores reportados de energia son los mismos.
Por otro lado, la tabla 2.2 muestra la entropia y todos los errores asociados a la
implementacién de TIM [ecuacién (2.32)]. Para mantener el error del cdlculo numérico
(SE y IE) despreciable frente al SAE (lo cual puede ser constatado comparando las tltimas
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tres columnas de la tabla), se eligi6 n = 300 y r = 20.000. Debido a esto, tomaremos al
error muestral SAE como el mas importante tanto en la determinacién de la energfa como
de la entropia.

N U,, exacto u,, MC SAE

16 -0,65475 -0,65475 0,00257
25 -0,67632 -0,67632 0,00206
36 -0,68189 -0,68189 0,00171
49 -0,68971 -0,68971 0,00147
64 -0,69272 -0,69272 0,00129
81 -0,69535 -0,69535 0,00114

Tabla 2.1. Energfa del GM por enlace para diferentes tamarios de red. El calculo
exacto ha sido efectuado con EFIS y el de MC con TIM. El error reportado
Unicamente es el muestral.

N |S,exacto | S, MC SE IE SAE

16 | 0,08294 | 0,08292 9,1E-6 2,2E-5 0,0016
25 | 0,06292 | 0,06292 7,3E-6 2,2E-5 0,0013
36 | 005756 | 0,05755 6,1E-6 2,2E-5 0,0011
49 | 0,05188 | 0,05180 5,2E-6 2,2E-5 9,2E-4
64 | 0,04824 | 0,04823 4,6E-6 2,2E-5 8,1E-4
81 0,04558 | 0,04558 4,0E-6 2,2E-5 7,2E-4

Tabla 2.2. Entropia del GM por enlace para diferentes tamanos de red. El
célculo exacto ha sido efectuado con EFIS y el de MC con TIM.

Las figuras 2.2 y 2.3 muestran los valores de energia y entropia en funcién del
tamafio de red, para las 3.000 redes (500 para cada tamafio) de entre N = 16 y N = 81. El
tnico error significativo que se reporta en ambas figuras es el SAE ya que, para la entropia,
el resto de los errores son despreciables. Podemos apreciar en las figuras que, no es
posible inferir adecuadamente cudl es la tendencia de U, y S, hacia el limite
termodindmico. Obviamente se hace necesario realizar calculos a mayores tamafios de red.

-0.65
U 6. ! > EFISyMC |
-0.67 -
-0.68 % -
' ¢
-0.69 $ -
)
2
-0.70 t t t t ———t—t
10 100
N

Figura 2.2. Energia del GM por enlace para diferentes tamafios de red. Los
puntos con su barra de error corresponden a los valores de la tabla 2.1.

Una de las limitaciones de la simulacién de MC con una dindmica de tipo spin flip,

cuando se utiliza para estudiar sistemas complejos como el modelo de EA, es la dificultad
para acceder al GM a medida que el tamafio de red aumenta. En nuestro caso este
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inconveniente se presenta a partir de aproximadamente N = 400 espines, limite que no
hemos superado para no afectar nuestros célculos numéricos.

0.10

s o EFISyTIM

0.08 -

0.06 -

0.04

10 100
N

Figura 2.3. Entropia del GM por enlace para diferentes tamafios de red. Los
puntos con su barra de error corresponden a los valores de la tabla 2.2.

La tabla 2.3 muestra tanto la energia como la entropia calculada por TIM para 18.000
muestras de red (2.000 por tamafio), y el error muestral para ambas cantidades. Un anélisis
superficial revela que los efectos de tamafio ya no son tan importantes por arriba de N =
256. Esto es mas notorio en las figuras 2.4 y 2.5, en las cuales se muestran los valores
reportados en la tabla 2.3.

N U,MC | SAE (U,) S,, MC SAE (S,
16 -0,6551 1,3E-3 0,0804 8,1E-4
25 -0,6768 1,0E-3 0,0634 6,5E-4
36 -0,6817 8,6E-4 0,0574 5,5E-4
49 -0,6879 7 3E-4 0,0524 4,7E-4
64 -0,6917 6,4F -4 0,0494 41E-4
81 -0,6929 5,7E-4 0,0467 3,7E-4
144 -0,6963 43E-4 0,0431 2,8E-4
256 -0,6982 3,2E-4 0,0415 20E-4

400 -0,6982 2,6E-4 0,0409 1,8E-4

Tabla 2.3. Energfa y entropia del GM por enlace para diferentes tamafios de red.
El célculo de ambas cantidades ha sido efectuado con MC y TIM. El error
reportado tnicamente es el muestral.

Para encontrar el limite termodindmico de U,, y S,, , podemos recurrir a dos
estrategias diferentes. Por un lado, proponiendo alguna ley empirica (por ejemplo
exponencial) para el decaimiento de estas cantidades hacia un valor independiente del
tamafio, podemos realizar un ajuste e inferir el limite de N — oo. Esta metodologia
presenta un gran inconveniente: los valores limite obtenidos dependen fuertemente de la
ley propuesta. De hecho, si uno realiza un ajuste de los puntos de la figura 2.5 con una ley
exponencial simple, obtiene un valor de entropia para N — o de S = 0,0416 + 0,0001. Sin
embargo, eligiendo una ley de decaimiento un poco maés elaborada, por ejemplo una suma
de dos exponenciales (usada para realizar la linea punteada de la figura 2.5), se mejora el
ajuste y el valor limite es de S = 0,0412 £ 0,0001. Claramente, los intervalos de confianza
de los dos estimadores de la entropia no se solapan. Por otro lado, la mayoria de los
autores [Kirkpatrick 1977; Vannimenus and Toulouse 1977; Morgenstern and Binder 1980;
Cheung and McMillan 1983; Kolan and Palmer 1982], reportan los valores de energia y
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entropia del mayor tamafio estudiado, como la mejor estimacién del limite termodinamico
de esas cantidades. Nosotros hemos seguido esta simple metodologia. Por lo tanto, la
dltima fila de la tabla 2.3, contiene los mejores valores de energfa y entropia calculados en
este trabajo:

U=-06982+2,6x10"

(2.35)
S= 0,0409%1,8x10"

El mejor valor de energia del estado fundamental reportado en la literatura hasta la
fecha U = -0,700965 + 1x10° [Palmer and Adler 1999], fue calculado extrapolando los
resultados obtenidos para un gran nimero de muestras de hasta N = 3.240.000 espines
(278 muestras de este tamaro).

-0.65 ———
u —Q66; ik ;
-0.67 1 .;: ]
-0.68 - " ]

-0.69 -

-0.70 t ——————+ B
10 100

Figura 2.4. Energfa del GM por enlace para diferentes tamafios de red. Los
puntos con su barra de error corresponden a los valores de la tabla 2.3. La linea
punteada es s6lo una guifa para el ojo.

Si uno lo compara con (2.35) se puede corroborar que la diferencia no supera el 0,4 %, un

acuerdo significativo teniendo en cuenta que el mayor tamafio estudiado en este trabajo
fue de N = 400 espines.

0.09 ——— —

g 008+ g - TIM .

M i
0.07 - 5 1
0.06 - .. |
0.05 H )
0.04 5 t —————++ R

10 100

Figura 2.5. Entropia del GM por enlace para diferentes tamafios de red. Los
puntos con su barra de error corresponden a los valores de la tabla 2.3. La linea
punteada es s6lo una guifa para el ojo.
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Por otro lado, para la entropia no existe un trabajo tan extenso como el anterior. La tabla
2.4 muestra cronoldgicamente algunos de los calculados més importantes de entropia que
han sido reportados en la literatura.

S Método Autor
=~ 0,05 TIM Kirkpatrick 1977
=~ 0,035 Algoritmo de minimizacién de las | Vannimenus and  Toulouse
longitudes de frustracion 1977
=~ 0,0375 Matriz de transferencia Morgenstern and Binder 1980
=~ 0,04 Matriz de transferencia Kolan and Palmer 1982
0,0350 £ 0,0025 | Matriz de transferencia Cheung and McMillan 1983
0,0355 * 0,0035 | MC y Matriz de transferencia Wang and Swendsen 1988
0,0352 £ 0,0001 | Método combinatorio Blackman and Poulter 1991
0,0354 £ 0,0002 | Método combinatorio Blackman, = Congalves and
Poulter 1998
0,0390 + 0,0025 |Algoritmo de aproximacion del | Hartmann 2000
tipo genético y buisqueda balistica
0,0409 + 0,0002 |TIM Reportado en este trabajo 2004

Tabla 2.4. Valores de entropia del GM por enlace reportados en la literatura.

Podemos ver que, el valor de entropia calculado en este trabajo acuerda satisfactoriamente
con el reportado por Hartmann. Al igual que nosotros, este autor estudi6 redes de hasta N
= 400 espines (96 muestras de ese tamarfio), extrapolando posteriormente para obtener el
limite termodindmico. Las diferencias con el resto de los trabajos (sobre todo los mads
recientes) pueden tener su origen en el hecho de que el nimero de enlaces AF del sistema
puede fluctuar (lo cual es una consecuencia de la metodologia empleada). Para tratar el
caso x = 0,5 estos autores no eligen muestras con igual cantidad de enlaces F y AF. En su
lugar, los enlaces simplemente son seleccionados con probabilidad 1/2. Esto puede llevar
a discrepancias cuando el tamafio del sistema es pequefio.

Para finalizar este capitulo, consideraremos los célculos de entropia y energia del
fundamental, en todo el rango de concentraciéon de enlaces AF. Como demostramos en la
dltima seccion del capitulo 1, el modelo de EA en la red cuadrada de sitios tiene una
simetrfa en torno a x = 1/2, lo cual permite restringir los célculos a la mitad del rango de
concentracion. Aprovechando esta propiedad, se determiné con MC la energia del GM
por enlace para muestras de tamafio N = 400 espines (500 muestras para cada
concentracion tratada). Como vemos en la figura 2.6, a medida que x se aleja de sus
valores extremos, U,, crece hasta aproximadamente x = 0,3 y 0,7 permaneciendo casi
constante a partir de allii. Una forma de estimar este comportamiento para bajas
concentraciones, consiste en suponer que todos los enlaces minoritarios (aquellos que
estdn presente en menor ntimero) se encontraran frustrados en el GM. Esto es logico, ya
que si estamos en la cercanias de x = 0, lo méas probable es que todos los enlaces AF (una
cantidad de 2N x) se encuentren aislados y frustrados, formando parte cada uno de ellos de
dos plaquetas curvas vecinas, unidas por una trayectoria de frustracion de longitud 1. El
resto de los enlaces F se encontraran satisfechos. Esto implica simplemente que la energia
por enlace se puede escribir como:

_ —2N(1—-x)+2Nx
2N

u =—1+2x parax —=0. (2.36)

Un razonamiento similar conduce a
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u

vélida para muy altas concentraciones.

-1+2(1-x) parax —1,

(2.37)

En la figura 2.6, podemos apreciar el acuerdo

obtenido con esta simple aproximacion en los extremos de concentracién.
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Figura 2.6. Energia del GM por enlace para diferentes concentraciones. Las

lineas punteadas son las aproximaciones (2.36) y (2.37).

Un comportamiento similar sucede con la entropia.
calculada con TIM para todo el rango de concentracion.

La figura 2.7 muestra S,
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Figura 2.7. Entropia del GM por enlace para diferentes concentraciones de
enlaces AF. La linea punteada es la aproximacién (2.40).

Para realizar una aproximacion a bajas concentraciones, suponemos que los pocos espines

libres que hay en el sistema se encuentran muy alejados unos de otros. Si el nimero
promedio de ellos es 7, , entonces la entropia por enlace sera:
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S :L]nz”sl :n_le
2N N 2

(2.38)
Para que un espin sea libre se necesita que, simultdneamente, dos de sus enlaces estén
satisfechos y dos frustrados. Si seguimos suponiendo que, para bajas concentraciones
todos los enlaces AF estan frustrados, entonces la probabilidad de tener un entorno de este
tipo es proporcional a x’ ( 1- x ). Teniendo en cuenta que existen 6 configuraciones
diferentes de enlaces que cumplen este requisito, podemos estimar el nimero promedio de
espines libres como

n, =6Nx*(1-x)* x —0, (2.39)
que inmediatamente, usando la ecuacién (2.38), nos conduce a:

S=x*(1-x)'In8 x —=0. (2.40)
Haciendo un andlisis similar al anterior, podemos demostrar que (2.40) sigue valiendo en el

limite x — 1. La figura 2.7 muestra con linea punteada a esta aproximacién, donde
podemos constatar el acuerdo con los célculos de MC a bajas concentraciones.
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Figura 2.8. Entropia vs. energia del GM por enlace para todo el rango de
concentracion de enlaces AF. La linea punteada es la aproximacion (2.41).

Por tltimo, la figura 2.8 correlaciona los valores de entropia y energia del GM, para

todo el rango de concentracién. La linea punteada es nuestra aproximacion, que podemos
obtener a partir de las ecuaciones (2.40), (2.36) y (2.37):

s=(1-u?) T (2.41)
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Capitulo 3

E studio topologico del
nivel fundamental

En general, un sistema no-desordenado que experimenta una transicion
termodindmica continua, se ordena en una fase con una simetria reconocible a simple vista.
Este comportamiento estd asociado directamente con la pérdida de algunos de los grados
de libertad necesarios para describir sus estados accesibles. Tal es el caso de un
ferromagneto, para el cual es evidente que en su fase, todos los espines del sistema tienen
una afinidad por permanecer alineados en alguna de las dos direcciones posibles (espines
tipo Ising). Por debajo de T, la energfa libre representada en funcién de la magnetizaciéon
m (figura 1.2 b), muestra claramente que existen dos componentes ergddicas en este
sistema. Vemos que dicho desplieque es posible, gracias a que hemos determinado que m, es
el pardmetro de orden mds adecuado para describir la transicién ferromagnética. Si en un
antiferromagneto intentamos realizar una representacién similar, no podremos hacerlo con
la ayuda de la magnetizaciéon. Tanto para estos sistemas como para aquellos que son
desordenados, si estamos empefiados en describir su estado critico, es vital encontrar el
pardmetro de orden adecuado.

Como vemos, hay un vinculo muy estrecho entre la pérdida de grados de libertad, la
simetria de la fase y el parametro de orden. Cuando estudiamos un sistema a fondo,
paulatinamente aislamos aquellas variables que son relevantes, las cuales mas tarde
podemos usar para disefiar una funcién que sirva para separar las dos componentes
ergddicas. En un vidrio de espin, este ejercicio ha sido ensayado decenas de veces, lo cual
es manifestado por el gran niimero de pardmetros de orden propuestos en la literatura
[Binder and Young 1986]. Esta tarea la desarrollaremos una vez maés en el capitulo 4, al
proponer un nuevo pardmetro de orden. = Aqui comenzaremos por estudiar el estado
fundamental del modelo de EA. Debido a que el desorden térmico no estd presente a
T = 0, la fase deberfa manifestarse en su estado més puro. Esto es lo que probablemente
ha motivado los numerosos estudios topolégicos del estado fundamental [Binder and
Young 1986].

Nuestro punto de partida sera el concepto de red diluida de enlaces [Vogel et al.
1994, 1995]. En la primera seccion de este capitulo estudiaremos esta red y su posterior
evolucion, la red rigida de enlaces. Seguidamente, desarrollaremos un nuevo método
numérico para determinar estas estructuras para grandes tamarios de red. Y por dltimo,
elaboraremos un andlisis topolégico del estado fundamental del modelo de EA basado en
la nueva informacién obtenida.

3.1 La red diluida y la red rigida de enlaces

Si exploramos todas las configuraciones del estado fundamental de una muestra
(del modelo de EA), podemos determinar que existen enlaces que nunca se frustran o, lo
que es lo mismo, siempre estdn satisfechos. Llamaremos a esta red, red diluida de enlaces
(RD) [Vogel et al. 1994, 1995]. Por supuesto, este comportamiento es igualmente
observado en enlaces F como AF. Si x = 0 tenemos una muestra ferromagnética con sélo
dos estados fundamentales, para los cuales todos los enlaces F estaran satisfechos y la RD
serd idéntica a la red de enlaces de la muestra. Lo mismo sucede en el otro extremo de
concentraciéon para una muestra antiferromagnética. Para una dada x € (0,1), la
degeneracion en el limite termodindmico es distinta de cero (ver capitulo 2), lo que implica
que todos los enlaces de la red no pueden estar siempre satisfechos. De hecho, para
algunas concentraciones la estructura de la RD se torna compleja, dividiéndose en islas de
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diferentes tamafios. En la tltima secciéon de este capitulo analizaremos en detalle la red
diluida.
Para una red cuadrada de N espines, definimos un pardmetro 7 como

I :_I;]Iffs , 3.1)

donde N, es el ntimero de enlaces siempre satisfechos del GM. Esta cantidad expresa
simplemente la fraccion de la red que pertenece a la RD sin dar mayor informacioén sobre
su estructura. Alternativamente podemos escribir dos definiciones equivalentes a (3.1):

(5 (O
‘ divG (3.2)

7.
2N Z ]

:—ZS[O Y8 (1,],./].6?)6‘;))} (3.3)

(i, 7)

Aqui, 6" es el estado del espin i-ésimo en ® , una de la G configuraciones del GM. En

(3.2), la suma dentro de los corchetes se efecttia para un tnico enlace J;; y corre sobre todos
los estados del fundamental, para los cuales se calcula un valor absoluto. Si la suma da
como resultado un valor igual a G, entonces ese enlace pertenece a la RD y debe ser
considerado. Esto tdltimo se logra realizando una divisién entera (div). Por otro lado, si el
enlace se frustra al menos una vez, entonces la suma es menor que G y la divisiéon entera
igual a cero. En la otra definicién (3.3) se hace uso de la delta de Kronecker:

6kl_lsik=l 34
(')_Osik;tl' G4)

Como antes, la suma interna se realiza para un tnico enlace J;; y corre sobre los estados del

fundamental, para los cuales se determina el valor de 8. Esta suma es cero s6lo si el enlace
nunca se frustr6. Por lo tanto, como la segunda delta de Kronecker compara este valor
contra cero, la suma exterior sera igual al nimero total de enlaces de la RD.

Analicemos ahora RD para una concentracion x = 0,5. Mdés tarde, nos
preocuparemos por describir la forma de acceder numéricamente a esta informacién. La
figura 3.1 representa la red diluida de la misma muestra que fue tomada como ejemplo en la
seccién 1.3 (figura 1.3). Podemos apreciar que la misma esta constituida por la mitad de los
enlaces de la red (h = 64 /128 = 0,5), repartidos aproximadamente en iguales proporciones
entre F (31) y AF (33). Estructuralmente estd formada por tres islas, una de las cuales
sobresale, conteniendo el 82,8 % de enlaces de la RD. Todas las caracteristicas anteriores,
la hacen una muestra tipica para la concentracién x = 0,5.

Las islas de la RD permiten asegurar que, el conjunto de espines que vinculan,
mantendran sus orientaciones relativas inalteradas a lo largo de todas las configuraciones
del GM. Es decir, cada isla establece una correlacion muy fuerte entre algunos de los
espines del sistema (entre sélo los que pertenecen a ella). Ese mismo tipo de vinculo
también puede ser proporcionado por un enlace que sienpre esté frustrado (en todo el GM).
De hecho, a la RD tomada como ejemplo, se le puede agregar tres enlaces mds con esta
caracteristica. La figura 3.2 muestra con linea punteada la inclusién de los mismos. Es fécil
ver que, a pesar de haber hecho esta incorporacién, el conjunto de espines vinculados por
cada isla no ha cambiado. En todas las muestras estudiadas en este trabajo (en todo el
rango de concentracién), no se pudo encontrar ningtin ejemplo en el que no sucediera esto.
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Figura 3.1. Red diluida de la muestra de la figura 1.3, formada por 64 de un total
de 128 enlaces: h = 0,5. Las cruces marcan aquellas plaquetas que son curvas.

Sin embargo, como queremos establecer cudles son las islas de espines fuertemente ligados,

formalmente es necesario considerar estos nuevos enlaces.

Por otro lado, cabe la

posibilidad de que esta inclusion sea fundamental para tratar mayores tamafios de red o
Esto serd més evidente en el proximo capitulo

cuando definamos un nuevo pardmetro de orden.

distintas geometria (ver secciéon 3.3).
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Figura 3.2. Red rigida de la muestra de la figura 1.3, formada por 67 de un total

de 128 enlaces: h, = 0,523.
siempre frustrados.

Los enlaces punteados son aquellos que estan

Llamaremos a la red formada por todos los enlaces siempre satisfechos mas los

siempre frustrados, red rigida de enlaces (RR).
pardmetro h, que representa la fracciéon de enlaces de la red que pertenecen a la RR:

_ Ny tNg

hi’
2N

Al igual que para la RD, definimos un

(3.5)
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En la ecuacion anterior N, es el nimero de enlaces siempre frustrados. Como antes,
podemos escribir dos definiciones equivalentes a (3.5):

1 e J]..—c’c" G |].. +06”c?
h =—o Yy H——divG +| ) ——|divG (3.6)
ZN(Z,]) 2 ® 2

®

hy:% {5 o,iS(1,]i,jcf’c‘;’)]+6(0,i6(—1,]i,j6f’)6‘;°)]}- B.7)
(i.f) ©

®

Las ecuaciones anteriores pueden ser explicadas de igual forma que (3.2) y (3.3).

De acuerdo a las definiciones (3.2), (3.3), (3.6) y (3.7), para determinar % o h, (la RD
o la RR), debemos visitar todos los estados del GM. Al igual que en el célculo exacto de
entropia, EFIS es capaz de realizar esta tarea eficientemente para N pequefio. En la
proxima seccion, veremos que la exploracion exhaustiva del estado fundamental no es
necesaria para determinar la RD o la RR. Este serd el punto de partida de un nuevo
método que nos permitird estudiar redes de mayor tamario.

3.2 El método de exploracion dirigida del nivel fundamental

Cuando fue propuesto el concepto de red diluida [Vogel et al. 1994], se pudo
determinar que, para x = 0,5, la tendencia hacia el limite termodindmico era 1 = 0,5. Es
decir, la mitad de los enlaces pertenecen a la RD. La figura 3.3 muestra el resultado
obtenido para redes rectangulares de hasta 64 espines.
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0601 4,
1 ++ pa

0501 JSofinteipansdy , ©
_++ a

0.40 A

0.30 -

0.20 1

0.10 4
§16 20 30 40 50 EON?(}

Figura 3.3. Parametro / calculado exactamente para muestras rectangulares de
tamafios N = L; x L, entre N = 4 y N = 64. Cada tipo de simbolo representa
los resultados obtenidos para un valor fijo de L, , y diferentes L, sin sobrepasar
los 64 espines [Vogel et al. 1994].

Podemos apreciar que h converge suficientemente rdpido como para asegurar el valor
limite de 0,5. En este caso, pareciera ser innecesario realizar un esfuerzo por estudiar redes
de mayor tamafio. Sin embargo, tenemos que considerar que el parametro & no da mucha
informacion estructural de la RD. Para la mayoria de las concentraciones, la red diluida se
encuentra fraccionada en clusters de diferentes tamafios. La fraccién de enlaces de la isla
mayor, por ejemplo, es una cantidad que no converge incluso para N = 256, el mayor
tamafio red para el que hemos calculado la RD. Para dar este salto en tamafio, fue
necesario idear una nueva estrategia.

Ya en el capitulo 2, nos enfrentamos con el problema de determinar la
degeneracion del GM (o la entropia) para grandes tamafios de red. Como vimos, al
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aumentar N el nimero total de estados crece exponencialmente, por lo que no es posible
visitar cada uno de ellos. Para resolver este inconveniente, recurrimos a un método
indirecto (el TIM) para calcular la entropia del GM. Ahora nos enfrentamos a un
problema similar. De acuerdo a las definiciones de h y h, , es necesario visitar todos los
estados del fundamental, para determinar si un enlace estd siempre satisfecho o siempre
frustrado. Sin embargo, como el nimero total de enlaces es 2N, deberfa existir un
conjunto reducido de wnfiguraciones relemntes, a las que bastaria con visitar para discriminar
la estructura completa de la RD o la RR. Es decir, cada enlace que es desechado de la red
diluida, debe estar frustrado en al menos una configuracion del GM (la que es tomada
como una configuracién relevante). Si en una muestra son 2N-N_, los enlaces que alguna
vez se frustran entonces, no mdas de este nimero de configuraciones deberian ser
suficientes para discriminar RD.

El razonamiento anterior sirve para estimular los esfuerzos por encontrar técnicas
que sean capaces de visitar selectivamente las configuraciones del sistema, dando mayor
prioridad a los estados relevantes. En este trabajo hemos disefiado un algoritmo de este
tipo al que hemos llamado, método de exploracion dirigida del nivel fundamental (MED)
[Ramirez-Pastor et al. 2004]. Para entender sus fundamentos, tomemos como ejemplo para
calcular la RD, una metodologia de busqueda totalmente azarosa, que seria el algoritmo
mas ineficiente que podemos disefiar. Supongamos que partimos desde una configuracion
tomada al azar y posteriormente permitimos que el sistema evolucione hacia el estado
fundamental (mediante algiin algoritmo de minimizacién de la energia). Una vez que
llegamos a una configuraciéon del GM, podemos determinar cuantos enlaces estdn
satisfechos. Lo tnico que podemos asegurar es que la RD estard contenida en este
conjunto. Sia continuacion permitimos que el sistema explore (al azar o sisteméticamente,
pero sin costo de energia) el GM, podremos ir descartando aquellos enlaces que al menos
una vez se observen frustrados. El inconveniente que surge en este tltimo paso es que,
para una determinada dindmica de evolucién, no todos los estados del fundamental serdn
accesibles. Si el mecanismo para explorar es del tipo spin flip (efectuado sin cambiar la
energia del sistema), entonces el GM quedara dividido (desde el punto de vista de la
dindmica) en conjuntos disjuntos, cada uno de ellos denominado LEG (Local Esemble of
Ground states) [Ramirez-Pastor ef al. 2000]. Por lo tanto, el derrotero por el estado
fundamental, s6lo nos permite visitar un fraccién de estados del mismo. Si esta muestra de
configuraciones es representativa, habremos determinado la RD de un tnico LEG. Por
supuesto, la red diluida del GM es la intersecciéon de todas las RDs de cada uno de los
LEGs. De alli que, para lograr nuestro objetivo siguiendo esta blisqueda azarosa, debamos
repetir innumerables veces el proceso anterior. Una optimizacion considerable de la
metodologia esbozada para calcular la RD, es el algoritmo EFIS [Vogel et al. 2002]. Esta
nueva técnica ha demostrado ser muy eficiente para determinar dicha estructura hasta
muestras de N = 81 espines.

Debido a que el ntiimero de LEGs crece con el tamafio de red (sin que se halla
determinado atin si es en forma exponencial o potencial [Vogel et al. 2002]), la biisqueda a
partir de estados generados al azar (o por expansion como en EFIS), no permite realizar
grandes progresos. Aunque no es necesario visitar todos los LEGs para discriminar cudl
es la RD (también existe un conjunto de LEGs relevantes), puede suceder que aquellos que
son realmente importantes sean muy dificiles de encontrar debido a su poca extension.
Para solucionar este inconveniente debemos implementar una buisqueda selectiva. Una vez
que realizamos una primera incursién y exploracion del GM como la descripta en el
parrafo anterior, nos quedamos con la RD del LEG al cual arribamos. Este es nuestro
prototipo de red diluida (RDP) y lo tinico que sabemos es que en ese conjunto hay enlaces
que no forman parte de la red diluida real. Para discriminar cudles son los que sobran en la
RDP, podemos indagar a cada uno de ellos, partiendo del supuesto de que efectivamente
pertenecen al la RD. Comenzamos fijando la orientacién de los dos espines que vincula
uno de tales enlaces de la RDP, para que el mismo permanezca frustrado en todo
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momento (paralelos para un enlace AF y antiparalelos para un F). Entonces, si el enlace
realmente pertenece a la RD, nunca podremos alcanzar el GM minimizando la energia del
sistema. Por otro lado, si no pertenece a la RD, entonces no deberia existir problema para
llegar al estado fundamental manteniendo dicha frustracion. Esta simple metodologia, nos
permite buscar los enlaces de la RD de entre aquellos de la RDP probando cada uno de
ellos. Es decir, descartaremos aquellos que al ser mantenidos frustrados permiten el
acceso al GM (por supuesto, si el enlace no pertenece a la RD, esta metodologia nos
llevard a visitar un nuevo LEG). EIl proceso descripto, corresponde al método de
exploracion dirigida del nivel fundamental.

Por supuesto, la metodologfa anterior puede ser implementada usando diferentes
tipos de mecanismos de minimizacién de energia. Sin embargo, es importante destacar
que hay dos condiciones que deben cumplirse. En primer lugar, el algoritmo usado para
minimizar la energia, debe permitirnos alcanzar siempre el GM. En la préctica esto sucede
hasta un cierto tamafio de red. En particular en este trabajo, hemos empleado el mismo
tipo de simulacién de MC usada para calcular la energia y entropia del estado fundamental
(capitulo 2). Por otro lado, anteriormente hemos supuesto que es posible explorar un
dado LEG y de alli determinar su RD (que luego tomamos como RDP). En la practica,
usando una dindmica de spin flip, este objetivo se alcanza rdpidamente y sin
inconvenientes, ya que una fraccion muy pequefia de configuraciones de un LEG son
relevantes para el célculo de la red diluida. Por ello, nosotros hemos empleado una
exploraciéon de los LEGs, que consiste simplemente en cambiar el estado de los espines
libres del sistema, los cuales son seleccionados al azar. Denominaremos a este proceso,
inmsion del LEG (una exploracion sistemdtica del LEG es también posible [Vogel et al.
2002]). En lo que sigue, se exponen los pasos del algoritmo completo usado en este
trabajo para calcular la RD de una dada muestra mediante el MED.

1-  Se elige una configuracion al azar de espines.

2-  Con una dindmica de tipo Glauber, se disminuye la temperatura hasta alcanzar una
configuracién del nivel fundamental (se llega a un LEG).

3-  Se registra la RDP incorporando todos los enlaces de la red que estén satisfechos.

4- Se invade el LEG una dada cantidad de tiempo de MC, cambiando el estado de los
espines libres que son seleccionados al azar. En cada uno de estos pasos se corrige
la RDP, es decir, todo enlace que pertenece a la RDP se elimina si es observado
frustrado al menos una vez.

5- Posteriormente, elegimos un enlace al azar | que pertenezca a la RDP calculada en
el punto anterior.

6- Se elige nuevamente una configuracion al azar. Luego, si es necesario, se modifica
la orientacién de uno de los dos espines que vincula J’, procurando que el enlace
quede frustrado.

7- Manteniendo fija la orientacién de los dos espines conectados por J’, se disminuye
nuevamente la temperatura tratando de acceder al GM.

8- Si arribamos efectivamente al GM, se descarta la posibilidad de que ]’ pertenezca a
la RD. Decimos que el enlace |” ha sido desmrtado. Posteriormente, se liberan los
dos espines conectados por | y se procede a invadir el nuevo LEG corrigiendo a la
vez la RDP.

9- Sien cambio no llegamos al GM (quedamos en un estado excitado), asumimos que
]’ pertenece ala RD. Decimos que el enlace |" ha sido werifiado.

10- Si aun existen enlaces de la RDP que no han sido ni verificados ni descartados, se
elige uno nuevo al azar y se regresa al punto 6.

11- En cambio, si todos los enlaces de la RDP ya han sido indagados, se construye la
RD con todos los que fueron verificados.

12- Termina el c6digo.
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La técnica anterior puede usarse también para calcular la RR. Simplemente
debemos realizar unas modificaciones. La red rigida prototipo (RRP), se formaré con la
RDP mas los enlaces siempre frustrados. Si el enlace seleccionado |* de la RRP esta
satisfecho, entonces procedemos como antes. Sin embargo, si esta frustrado, elegimos los
dos espines que vincula para que permanezca satisfecho en todo momento (paralelos para
un enlace F y antiparalelos para un AF). Elresto del algoritmo es igual.

Al aumentar el tamafio de red, se hace cada vez mas dificil acceder al estado
fundamental. Por ejemplo, para N = 256, es necesario intentar varias veces para conseguir
finalmente tocar el GM. Esto se debe a que a la dindmica de Glauber (del tipo spin flip) le
es dificil escapar de estados metaestables préximos al fundamental cuando el tamario crece.
Para realizar cdlculos hasta N = 256, se efectué una mejora al MED en el punto 9):

9- Si en cambio no llegamos al GM (quedamos en un estado excitado), reintentamos
nuevamente el mismo proceso, partiendo desde el punto 6- con el mismo enlace.
Si luego de n, repeticiones no hemos conseguido llegar al GM, asumimos que |’
pertenece a la RD. Decimos que el enlace | ha sido werifimido. Por otro lado, si en
algtin intento logramos llegar al GM, entonces inmediatamente procedemos como
en el punto 8-.

Como vemos, hemos introducido un nuevo parametro que permite compensar, al menos
probabilisticamente, la dificultad en el acceso al GM. En la préxima seccién veremos los
resultados obtenidos con esta metodologia. También, analizaremos los vinculos entre la
RD yla RR, asi como la estructura interna de dichas redes.

3.3 Anilisis topolégico de la red diluida y la red rigida de enlaces

En la seccion anterior hemos descripto el MED, el cual permite calcular la RD o la
RR de una muestra del modelo de EA. Debido a que en el proceso usamos simulacién de
MC, los parametros que debemos considerar son: los tiempos 1, y 7, las temperaturas inicial
T, y final Tf asf como la cantidad de estados de equilibrio entre ellas 7, y el nimero de
reintentos 7, . Como no deseamos obtener la entropia usando TIM, no es necesario
calcular la energfa para los estados intermedios ni partir de T; = oo. En su lugar, debemos
arribar lo mas rapido posible al GM. Ya que los inconvenientes se incrementan al
aumentar el tamafio de red y al acercarnos a x = 0,5, también lo hacen algunos de los
pardmetros anteriores. Dejando fijas las temperaturas extremas en T, = 5 y T, = 0,25,
elegimos los valores més adecuados de r (tomando siempre 7, = r), n y n, , para cada
tamafio de red y para cada concentraciéon. El caso més oneroso tratado aqui, N = 256
espines a x = 0,5, requiri6 de r = 200, n = 30 y n, = 50 para completar 2.000 muestras en
un tiempo aproximado de 1 mes, en cuatro procesadores Pentium III de 500 MHz. Hay
que considerar que, para cada muestra, es necesario verificar aproximadamente N enlaces y
descartar otros tanto (probando 1, veces). De alli que el nimero de incursiones sea del
orden de N #,, un valor de 12.800 en nuestro por caso. Veremos al final de este trabajo de
tesis, que una serie de mejoras pueden introducirse en el futuro, para verificar mas
rapidamente los enlaces de la RD.

Comencemos por analizar cualitativamente los resultados obtenidos. Al igual que
la figura 3.2, las figuras 3.4, 3.5 y 3.6 representan algunos ejemplos de redes diluidas y
rigidas para muestras de diferentes concentraciones de enlaces AF. Como vimos en la
seccién 3.1 en los dos casos extremos (la muestra ferromagnética y la antiferromagnética),
todos los enlaces pertenecen a la RR, la cual es idéntica a la RD (ver figura3.4) yh= h, =
1. Sin embargo, cuando aumentamos la concentracién a partir de x = 0 (o la disminuimos
a partir de x = 1), la RR comienza a deteriorarse perdiendo algunos de sus enlaces. Esto se
puede apreciar al comparar las figuras 3.4 y 3.5. Esta tltima, muestra tres ejemplos de
redes que estdn dentro de un rango aproximado de concentracién de (0 - 0,1). Podemos
apreciar que ahora la RR no es igual a la RD, ya que aparecen enlaces siempre frustrados
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que, casi en su totalidad, son AF. También debemos observar que, para este pequefio
tamafio de red, la RR forma una tnica estructura conectada. En el préximo capitulo
veremos que, en este rango de concentracién, el sistema experimenta una transicion
ferromagnética que se extingue a aproximadamente x = 0,1.
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Figura 3.4. Muestras de concentracién x = 0 (ferromagnética) y x = 1

(antiferromagnética) con su red rigida asociada. Notemos que la RR es idéntica a
laRD yqueh=h=1.

Si seguimos aumentando la concentracién observamos que aparecen cambios
importantes (ver figura 3.6). El mds notorio es el rdpido fraccionamiento de la red rigida
en islas de diversos tamafios. Para todas las concentraciones mostradas, los enlaces
siempre satisfechos o siempre frustrados de estas islas, unen diferentes grupos de espines.
Es decir, cada region conectada de la RR vincula a un conjunto de espines fuertemente
ligados que mantienen fijas sus orientaciones relatims (en el GM). La importancia de estos
vinculos tomard relevancia en el préximo capitulo, cuando intentemos describir una
posible fase ordenada en el modelo de EA.

Podemos apreciar también que, los enlaces siempre frustrados tienen una
participacion despreciable en la formacion de estas estructuras. De hecho, analizando las
figuras 3.4, 3.5 y 3.6 podemos ver que, aunque no consideremos estos enlaces, es posible
determinar el conjunto de espines fuertemente ligados. En pocas palabras, los conjuntos
vinculados por la RR y la RD son exactamente iguales (isla a isla). Esto implica que todo
espin ligndo por un enlace siempre frustrado, debe poseer otro vinculo a través de un enlace siempre
satisfecho. La afirmacién anterior es facil de demostrar y es vélida para la red cuadrada. Si
uno de los enlaces en el entorno de un espin estd siempre frustrado, necesariamente los
otros tres enlaces deben estar siempre satisfechos. De otra forma, un sélo enlace
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Por lo tanto, los espines vinculados por un

satisfecho y tres frustrados (o los cuatro frustrados) implicaria un estado excitado
(contradiciendo el hecho de que estamos en el GM), y dos enlaces satisfechos con dos
enlace siempre frustrado a la RR, también lo estdan a la RD (por medio de los otros tres

frustrados, aunque posibles en el GM, darfan vida a un espin libre que evidentemente no
enlaces siempre satisfechos).

puede tener un enlace siempre frustrado.
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Aunque esto completa nuestra demostracion para la red cuadrada de sitios,
Red de enlaces

debemos tener en cuenta que lo anterior depende de la conectividad del sistema. A pesar
de que la regla sigue valiendo para una red hexagonal, para una triangular o una ctbica

existe la posibilidad de que la RR vincule a un ntimero mayor de espines que la RD.
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0,5; h, = 0,532

c) x=05h
Los enlaces punteados son aquellos que estdn siempre

Figura 3.6. Muestras de concentracién x = 0,125, x = 0,3125 yx = 0,5 con su

red rigida asociada.
frustrados. Notemos que la RR se encuentra fraccionada en islas.

Otra caracteristica importante de la RR (para una red cuadrada) es que, todos los

enlaces siempre frustrados forman una estructura inconexa y se encuentran dispersos en
toda la red. La explicacion de ellos es que no es posible tener un espin con dos enlaces siempre

frustrados. Como antes, esto implicaria tres posibilidades: que los otros dos enlaces estén



frustrados, que s6lo uno de ellos lo esté o que ambos estén satisfechos. En los dos
primeros casos estarfamos en un estado excitado y en el dltimo tendriamos un espin libre,
contradiciendo cada uno de estos casos el hecho de que estamos en el GM y que dos de
los enlaces estan siempre frustrados.

Realicemos ahora un analisis cuantitativo. Para ello definimos los parametros #,, y
h,,, como, la fraccion de enlaces de la red que pertenecen, respectivamente, a la isla mayor
de la RD y a la isla mayor de la RR. Por otro lado, también tendremos en cuenta el mayor
conjunto de espines solidarios, es decir, aquellos que mantienen fijas sus orientaciones
relativas en el GM. Para una red de N espines, definimos la fraccién p [Vogel et al. 1994]

como
p =%iﬂi\c?’ \}@W}, (3.8)

donde la suma interior se efecttia sobre W = G/2 configuraciones del GM. La eleccion
del conjunto W implica una separaciéon ergddica del estado fundamental que puede
realizarse de diferentes maneras. Como deseamos conocer la mayor fraccién de espines
solidarios, nos quedaremos con aquella division del GM que maximice p. Sin embargo, en
este trabajo hemos tomado otro camino para estimar el valor de dicho pardmetro. De
acuerdo a lo discutido anteriormente, es I6gico suponer que la isla mayor de la RR vincula al
mdximo wimero posible de espines solidarios. Si esto es correcto, podemos calcular p con
posterioridad a la determinacién de la red rigida o la red diluida. De hecho, esta ha sido la
metodologia seguida en el presente trabajo. Sin embargo, la suposicién anterior no es
correcta. Para ser precisos, la fraccion de espines que vincula la RR es una cota inferior del
valor real de p.

Red de enlaces ‘ Red diluida
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Figura 3.7. A laizquierda, muestra de N = 64 espines y x = 0,5. A la derecha se
puede observar la RD. Los puntos representan los sitos y los circulos los
estados de espin en el GM (los circulos negros corresponden a un estado de
espin opuesto al de los blancos). El espin sefialado con a permanece solidario a
la isla mayor (delimitada con trazo punteado).

La figura 3.7 es un ejemplo adecuado que nos servird para corroborar la afirmaciéon
anterior. Notemos que la muestra elegida posee una RD fraccionada en 4 islas, de las
cuales predomina una de 9 espines (delimitada con linea punteada). Los puntos son los
sitios de la red y los circulos los espines vinculados por cada isla. Estos dltimos se
encuentran pintados de negro y blanco, para representar los dos posibles estados de espin.
Por lo tanto, la figura 3.7 muestra para cada isla, una de las posibles orientaciones relativas
de estos espines en el estado fundamental. De alli que el pardmetro p deberia valer 9/64.
Sin embargo, empleando el algoritmo EFIS y una separacién ergddica basada en los LEGs,
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se determin6é que el espin sefialado con la letra a, y a pesar de que ninguno de los enlaces
de su entorno pertenecen a la RD, es solidario con aquellos espines ligado por la isla mayor.
Para entender a que se debe este fendmeno, veamos la figura 3.8 que muestra las redes
diluidas para cada uno de los cuatro LEGs que posee el sistema (es decir, los enlaces que
permanecen satisfechos si restringimos los estados a cada LEG). La RD definitiva se
formara por aquellos enlaces que pertenezcan a todas y cada una de dichas redes.
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Figura 3.8. Redes diluidas para cada uno de los cuatro LEGs, de la muestra de la
figura 3.7. Podemos apreciar que a siempre es solidario con los espines
vinculados por la isla mayor.

Podemos apreciar que a siempre logra mantener un vinculo con los espines de la isla
mayor. Aunque esta conexion es diferente de un LEG a otro, es suficiente para ligar su
orientacion (en relaciéon a la isla mayor). Por lo tanto, el pardmetro p tiene un valor de
10/64, mayor que el calculado anteriormente.

A pesar de que estas dificultades existen, en la préctica p puede estimarse como la
fraccion de espines vinculados por la isla mayor de la RD sin cometer un grave error. De
hecho, luego de comparar los resultados obtenidos con EFIS sobre 3.000 muestras entre N
= 16 y N = 81, con los determinados en este trabajo con el MED, se encontré una tnica
muestra (# 15) de tamafio N = 64 para la cual p posefa un valor mayor. Precisamente, la
muestra del ejemplo anterior.

La figura 3.9 muestra un ejemplo de la dependencia de h, h,, , h, , h,, y p, con el
tamafio de red N para muestras (300 para cada tamafio) de x = 0,0833 (concentracién que
estd dentro del rango 0 — 0,1). Notemos que todos los pardmetros se estabilizan
rapidamente, manteniéndose una diferencia apreciable de aproximadamente 0,007 entre la
fracciéon de enlaces de la RD y la correspondiente a su isla mayor (lo mismo sucede para la

im 7
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RR). Debido a que i = 0,856, tenemos que menos del 1% de los enlaces de la RD no
pertenecen a su isla mayor. Es decir, a estas concentraciones tan bajas, podemos pensar
que la red diluida estd forma por una tnica estructura compacta. De hecho, si
adicionalmente consideramos la dependencia del niimero medio de islas N, con el tamafio
del sistema, figura 3.10, llegamos a la conclusion de que la regiéon de la RD que no
pertenecen a su estructura mayor, se encuentra diseminada en islas formadas por un
nimero muy pequefio de enlaces.
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muestras de concentracion x = 0,0833.

Figura 3.9. Dependencia de k, h,, , h, , h,, y p con el tamafio de red N , para
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Figura 3.10. Ntmero medio de islas de la RD y la RR como funcién del tamafio
de red para una concentracién x = 0,0833.

Una comportamiento diferente surge al analizar la estructura delaRD ax = 0,5. Al
igual que las figuras anteriores, 3.11 y 3.12 muestran la dependencia con el tamafio de red
de h, h,, , h, , h,, , py N, para esta concentracién. Estos valores fueron obtenidos por

medio del MED para un rango de N = 16 a N = 256 y 2.000 muestras para cada tamafio de
red. Podemos observar que, a pesar de que la fraccién de enlaces de la RD yla RR tienden
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rapidamente a valores constantes (h = 0,5 y h, = 0,533), el tamafio de sus islas mayores
continta decreciendo, al menos, hasta el mayor tamafio estudiado aqui. Lo mismo sucede
con el pardmetro p. Debemos tener en cuenta que, existe la posibilidad de que estas
cantidades tiendan a cero en el limite termodindmico, lo que implicaria no sélo un
fraccionamiento de la RD, sino la desaparicion del cluster de tamarfio infinito (isla mayor)
que tenfamos para bajas concentraciones de enlaces AF.

0.60
0.55 -
o5oé~ —
0.45 -

040{

035{

10 100 N

Figura 3.11. Dependencia de h, h,, , h, , h,, y p con el tamafio de red N , para
muestras de concentracién x = 0,5.
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Figura 3.12. Ntumero medio de islas de la RD yla RR como funcién del tamafio
de red para una concentracién x = 0,5.

Finalmente, consideramos un posible comportamiento de / y h,, para todo el rango
de concentracién (0 — 0,5). La figura 3.13 muestra los valores precisos de estas cantidades
para el rango aproximado (0 — 0,1) y para la concentraciéon 0,5. Las lineas punteadas son
pura especulacion y se basan en los resultados preliminares obtenidos en el rango completo
de concentracién. De acuerdo a toda la informacion analizada, podemos pensar que en el
limite termodindmico y por debajo de x = 0,1, existe una isla mayor cuya dimension lineal

es igual a la del sistema, la cual se encuentra rodeada por infinitas islas de menor tamatio.
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Al aumentar la concentracién, esta estructura mayor probablemente desaparece y la RD
(que atin existe pues h > 0) se fracciona en infinitas islas menores. Este comportamiento se
manifiesta con una caida repentina a cero de h,, y un punto de inflexién de h (ver figura
3.13). Como veremos en el proximo capitulo, la estructura de la RD tiene una conexién
muy estrecha con el comportamiento critico del sistema.
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Figura 3.13. Dependencia de i y h, con la concentracién. Los puntos
corresponden a cdlculos de MC y las lineas son una especulacién del
comportamiento global de estas cantidades.
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Capitulo 4

Comportamiento critico del modelo de
E dwards y Anderson * |

Cuando la temperatura disminuye por debajo de T, , el sistema experimenta una transicion que lo
llewa a un estado de congelado, en el cual los momentos magnéticos se encuentran orientados aparentemente
al azar. Por muchos afios, este ha sido el tnico intento por describir la fase vidrio de espin.
Como vimos anteriormente, los estudios topolégicos muestran que existe un cierto grado
de orden magnético en el nivel fundamental. Basdndonos en esta informacién, en este
capitulo comenzaremos proponiendo una nueva descripcion de la fase a T = 0. Esto nos
permitira mas tarde, definir un tnico pardmetro de orden para todo el rango de
concentracion, cuya caracteristicas serdn evaluadas al estudiar la transicion ferromagnética a
bajas concentraciones. Posteriormente, analizaremos la posibilidad de que exista una
transiciéon continua a x = 0,5 y a una temperatura finita.

4.1 La fase termodindmicaa T = 0

Cuando deseamos estudiar el comportamiento critico de un sistema, usualmente el
punto de partida que elegimos es la descripcion de la fase. A partir de alli, podemos
facilmente definir una funcién que pueda ser usada como pardmetro de orden.
Afortunadamente, para las concentraciones extremas x = 0 y x = 1, el modelo de EA ha
sido muy estudiado. Aunque la transicion ferromagnética y la antiferromagnética
comparten la misma universalidad, la estructura de la fase no es la misma para ambas y por
ende los pardmetros de orden son diferentes. Por un lado, sabemos que el
ferromagnetismo se caracteriza por la alineacién esponténea (con la misma orientaciéon) de
todos los espines cuando la temperatura es menor que la critica. Intuitivamente, es fécil
arribar a la conclusiéon de que en este caso la magnetizacion es el pardmetro de orden
adecuado. Por otro lado, en la transicion antiferromagnética, la caracteristica que sobresale
es la alineacién antiparalela entre los espines primeros vecinos. El pardmetro de orden
empleado usualmente, es la diferencia de magnetizacién entre las dos subredes (ver figura
14 a).

A pesar de que las fases ferromagnética y antiferromagnética aparentemente son
diferentes, comparten un vinculo comiin que permite realizar una descripcion unificada de
tales fenémenos: en el estado fundamental todos los espines son solidarios. Es decir,
encontramos que la totalidad de los espines poseen una orientacion relativa que no cambia
en los dos tnicos estados del GM. Como vimos en el capitulo anterior, a pesar de la
elevada degeneracion del estado fundamental, a cualquier concentracién existen conjuntos
de espines que poseen esta misma propiedad. Evidentemente, desde este punto de vista
podemos realizar una descripcion completa de la fase en todo el rango de concentracion.
Mas precisamente proponemos que, para cualquier concentracion, la fase estd formada por
islas de espines que son solidarios en el estado fundamental. Como podemos apreciar, esta vision
del problema permite analizar de la misma forma cualquier transicién termodindmica que
suceda en el modelo de EA. Cada muestra poseera una fase constituida por espines que
son solidarios entre si, los cuales forman una estructura fraccionada en islas. A medida que
el desorden se incorpore al sistema (aumentando la concentraciéon a partir de cero), sélo
algunos de los espines mantendran el orden magnético, mediante una alineacién entre
primeros vecinos que serd tanto ferromagnética como antiferromagnética.

Indudablemente, el punto de vista anterior, establece una generalizaciéon muy util.
Como veremos en las siguientes secciones, es posible definir adecuadamente un nuevo
pardmetro de orden para el estudio del comportamiento critico en todo el rango de
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concentracion. Dicha funcién nos serd de gran utilidad para estudiar la transicion
ferromagnética a bajas concentraciones y la que supuestamente existe a x = 0,5.

4.2 El parametro de orden

Continuando con el razonamiento anterior, definiremos un nuevo parametro de
orden que permita pesar el dafio causado por el desorden térmico en la fase
termodindmica. Como sabemos, en la transicion ferromagnética usamos como pardmetro
de orden la magnetizacién del sistema (), usualmente normalizada al ntimero total de
espines. Esta funcién mide de alguna forma el deterioro de la fase. Si todos los espines
estan alineados, entonces m = +1 o m = -1, lo que indica un orden completo. Por otro
lado, si la fase se desordena apreciablemente, -1 < m < +1, pudiendo incluso ser igual a
cero (lo que indica un estado con un desorden total). Estas son cualitativamente las
propiedades que un parametro de orden debe tener para sefialar adecuadamente la
formacion de la fase.

Maés precisamente, en la seccién 1.2, enunciamos las caracteristicas que debe poseer
una funcién para ser un buen parametro de orden. Debido a que, como consecuencia de
una transicion continua el espacio fase se subdivide en componentes ergéddicas, es evidente
que una propiedad significativa que deberia tener un pardmetro de orden, es la habilidad de
sefialar univocamente dichas componentes o estados termodindmicos, permitiéndonos
discriminar entre las diferentes cuencas ergddicas. De acuerdo a esto, un espacio fase muy
complejo puede requerir de un conjunto de observables o pardmetros de orden, que
cumplan con la propiedad enunciada anteriormente [van Enter and van Hemmen 1984].
Este podria ser nuestro caso al haber identificado la fase ordenada con los espines
solidarios en el GM. De hecho, si consideramos que esta estructura se encuentra dividida
en islas, podemos llegar a la conclusién de que posiblemente las cuencas ergddicas (de
existir) se diferencien unas de otras, por medio de cada una de las diferentes orientaciones
relativas entre las islas (notemos que cada isla tiene dos orientaciones en las que se puede
ordenar). Es decir, si tenemos 1 islas, tendremos 2" cuencas ergodicas posibles.

Consideremos una muestra arbitraria de una dada concentracién. Si exploramos el
estado fundamental, podemos determinar cuales son los espines que son solidarios entre si
y como se arreglan en islas. Para dar una descripcién cuantitativa de lo expuesto
anteriormente, consideremos el conjunto A, al cual pertenecen todos los espines de la isla

i-ésima. Una posible funcién ¢, (quizas la mas simple) que determina el grado de orden de
esta isla, se puede definir como

¢f=NLZG§0w (4.1)

donde N; es el ntimero de espines de dicha isla y O, la variable de espin del sitio j-ésimo.
La funcién (4.1) constituye simplemente un promedio de las variables de espin, pesado por
la constante G*j , la cual toma los valores +1 o —1 de acuerdo a la orientaciéon de dicho
espin cuando la isla se encuentra ordenada en una de sus dos orientaciones posibles. Es
decir, asignamos a los pesos G, los valores que toman las variables de espin en una de las
dos orientaciones posibles de la isla (orientacion que es elegida arbitrariamente para ser
tomada como referencia). La funcién (4.1) asi definida, indica el grado de orden de la isla
en cualquier estado accesible del sistema. Cuando ¢, toma el valor +1 (-1), nos indica
simplemente que los espines han recuperado la misma (opuesta) orientacion que tenian en
la configuracién de la isla tomada como referencia.

Como ejemplo consideremos una muestra de N = 64 espines y concentracién 0,5.
En la figura 4.1 podemos apreciar tanto la distribucién espacial de enlaces como cada una
de las tres islas que forman la fase. De acuerdo a lo discutido anteriormente, podemos

definir tres funciones ¢, , ¢, y 0, , las cuales son capaces de acusar el grado de orden de
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toda la fase. De hecho, en el estado fundamental tenemos tinicamente 2° = 8 posibles
conjuntos de valores para estas funciones: (+1,+1,+1), (+1,+1,-1), (+1,-1,+1), (-1,+1,+1),
(+1-1,-1), (-1,+1,-1), (-1,-1,+#1) y (-1,-1,-1), donde el paréntesis sefiala los valores (¢, , 9, ,

s)-
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Figura 4.1. Muestra de concentracién x = 0,5 cuya fase se encuentra dividida en
tres islas. A la derecha, los circulos blancos y negros representan los dos
posibles estados de espin.

Por supuesto, cuando la temperatura se eleva lo suficiente como para poblar los primeros
estados excitados, las funciones ¢, toman valores distintos de * 1, acusando de esta forma
el deterioro de la fase producido por el desorden térmico.

En la préctica, tener un conjunto de pardmetros de orden para cada muestra no es
lo méas adecuado. Sin embargo, para realizar un estudio de tamafio finito, no necesitamos
conocer exactamente en que cuenca ergddica nos encontramos. En su lugar, estamos
interesados en una funcién que cambie de valor (de cero a uno) cuando pasamos del
desorden total, a la fase completamente armada (sea cual sea la orientacién de las islas entre
si). El siguiente parametro de orden fue usado en este trabajo:

n®islas

1
P=— N, |0,
N Z 0/
n®islas
e = Zf;|¢,| (4.2)
i=1
En la ecuacién anterior,
n° islas
N, = Z N, (4.3)
i=1
es el nimero total de espines de la fase y
N .
=1 4.4
fi N, (4.4)

es la fraccion de ellos que pertenecen a la isla i-ésima. Discutamos brevemente la forma de
la funcién (4.2). En primer lugar, podemos apreciar que la misma incorpora el efecto de

todos los ¢, , cada uno de ellos pesado por una constante que es proporcional al tamafio de
la isla a la que pertenecen. Un promedio aritmético sin pesos incorporaria un
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comportamiento no deseado. De hecho, si una isla es muy pequefia, los espines de la
misma tendrfan un efecto mayor sobre el pardmetro de orden, que aquellos pertenecientes
a una isla de gran tamafio. Por lo tanto, los pesos aseguran que cambios iguales en los
espines de diferentes islas (por ejemplo, que el mismo nimero de espines cambien su
orientacién), repercutan de la misma forma en el pardmetro de orden. Un andlisis similar
muestra que, definir el pardmetro de orden como el producto de los ¢, , incorporaria el
mismo tipo de problema. Por tltimo, debemos destacar que en (4.2) hemos tomado el
valor absoluto de ¢, . Esto permite que el pardmetro de orden cambie entre cero y uno
acusando la formacion de la fase.

Una caracteristica sobresaliente de la funcion (4.2), es que la misma se reduce a los
pardmetros de orden cldsicos empleados para caracterizar las transiciones ferromagnética y
antiferromagnética. De hecho, si todos los enlaces son F, tendremos una tnica isla y

6,=+1 paraj=1,..,N. (4.5)

E's decir, todos los espines formarén la fase y tendrén la misma orientaciéon (en la ecuacion
anterior podrfamos haber tomado la orientacion opuesta, 6, = -1 para todo j). Es facil
constatar que, el pardmetro de orden (4.2), se reduce al valor absoluto de la magnetizacién
del sistema por espin:

D =1p,|= =|m]. (4.6)

1 N
N

Por otro lado, si todos los enlaces son AF, tendremos también una tinica isla con

6. =+1 parajesubredl

: _ . 4.7)
G, =-1 paraj€ subred 2
De alli que el parametro de orden sea
1|2 2 m —m
o=p/=22 ¥ 02 ¥ ol @9
2IN j€subred1 N je€subred 2 2

es decir, la diferencia de magnetizacién entre las dos subredes de espines.

Es necesario ahora realizar un andlisis de la informacién reportada en la literatura
en relacién al pardmetro de orden. Nuestro punto de partida es el Revieus of Modern Phisics
publicado en el afio 1986 por Binder y Young [Binder and Young 1986]. A pesar que
innumerables funciones han sido definidas, la mayoria de ellas son simplemente diferentes
implementaciones del pardmetro de orden de Edwards y Anderson [Edwards and
Anderson 1975].  Originalmente, estos autores propusieron un pardmetro de orden
magnético (para una muestra) de la forma

1 Z%i@fﬁ' (4.9)

j=1

donde N es el nimero total de espines del sistema y <>T representa un promedio térmico

realizado a la temperatura T. Es fécil interpretar (4.9): los espines que mantengan una
orientaciéon definida la mayor cantidad del tiempo que emplea el sistema cuando recorre su
trayectoria en el equilibrio, tendrdn un aporte importante a dicha funcién. Es decir, este
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pardmetro de orden deberia tener un valor apreciable en un estado de freezing. A pesar de
que un andlisis cuidadoso demuestra que (4.9) no satisface los requisitos para ser un buen
pardmetro de orden [van Enter and van Hemmen 1984], esta funcién y sus diversas
versiones han sido ampliamente usadas para estudiar el comportamiento critico de una
variedad de modelos de vidrios de espin. De hecho, tanto los célculos que han llevado a
reportar la existencia de una transiciéon de fase en el modelo de EA en tres dimensiones
[Bhatt and Young 1985; Ogielski and Morgenstern 1985], como la presuncion de que lo
mismo sucede en dos dimensiones [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000], se han
realizado usando una de tales implementaciones del pardmetro de orden de Edwards y
Anderson. La mas popular de ellas, se basa en una funcién que mide la superposicién entre
un par de configuraciones wy z, visitadas por el sistema en su derrotero por el espacio fase:

1 N
wz _EZ (410)

La ecuacién anterior, compara los estados que tiene un mismo espin a lo largo de las
configuraciones tipicas del equilibrio. La distribucién de estos valores se puede expresar
como

P(Q,T)= v o 1)22 (e-0..) 4.11)

w z(>w)

donde Y es el nimero total de configuraciones visitadas en la trayectoria. La distribucion
anterior, contempla todos los solapamientos posibles entre pares de estados visitados.
Debemos recalcar que, (4.10) mide la habilidad del sistema (para una muestra) para
memorizar un estado de freezing a una dada temperatura T.

Como ejemplo, consideremos la figura 4.2 que representa la distribucién (4.11) para
una Unica muestra del modelo de EA en dos dimensiones a T = 0,2 [Shiomi, Matsubara
and Shirakura 2000], determinada con dos métodos numéricos de célculo diferentes (maés
tarde hablaremos de este problema). Podemos apreciar que, a esta temperatura, aparecen
dos maximos muy pronunciados cerca de * 1, indicando un gran solapamiento entre las
configuraciones visitadas por el sistema.

Figura 4.2. Distribucién del pardmetro de orden (4.10) para una muestra del
modelo de EA a T = 0,2 [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000].

Es de destacar la aparicion de otro méximo més extenso en torno a Q = 0. Esto indica
que, una cantidad importante de configuraciones no se solapan en lo absoluto, a pesar de
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que a esta temperatura el sistema deberia estar en una fase practicamente en estado puro.
Incluso, si se realiza un promedio en el desorden, la distribucién sigue manteniendo esta
perturbacién cercana a Q = 0. La figura 4.3 representa un promedio sobre 600 muestras de
la distribucién (4.11) para diferentes tamafios de red (debido a que esta funcién es
simétrica, s6lo se muestra una tinica rama).

v T 1T T [ T T T T ]

L5-— T=ﬂ.l] _-
~ L L = il
S 1k e o
= A T —— L = -
& fF —L-= )

ﬂ_ﬁ:. =5

1 1
0 0.5 1

QI

Figura 4.3. Distribucién promedio del pardmetro de orden (4.10) para 600
muestras del modelo de EA a T = 0,2 [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000].

Hay que destacar que, una distribucién como la mostrada en la figura 4.2, no puede
ser facilmente calculada con un algoritmo cuya dindmica sea la de Glauber, ya que sélo
serfamos capaces de observar configuraciones de una sola cuenca ergédica. En su lugar, se
debe emplear una metodologia que permita muestrear todas las configuraciones del
equilibrio, sin que las grandes barreras de energia libre que separan las regiones del sistema
lo impidan. En los tdltimos afios, ésta ha sido la motivacioén para disefiar diferentes técnicas
de célculo [Berg and Neuhaus 1992; Berg and Celik 1992; Kerler and Rehberg 1994;
Hukushima and Nemoto 1996; Matsubara et al. 1997; Berg and Janke 1998].

La idea més importante propuesta en este trabajo, es la de restringir el conjunto de
espines que son utilizados para describir el orden del sistema. Mientras la funcién (4.10)
contiene a todos los espines, el nuevo pardmetro de orden se basa sélo en aquellos que
tienen la propiedad de ser solidarios en el estado fundamental. Esto permite que la
distribucién de (4.2), no presente los mismos comportamientos anémalos que (4.11) (ver
figuras 4.2 y 4.3). De hecho, debido a que en el estado fundamental las islas se ordenan
completamente (y a sus espines les es imposible cambiar de estado), la distribucién del
nuevo pardmetro de orden a T = 0 es exactamente una delta de Dirac centrada en uno.

Veamos un ejemplo. Hemos elegido una muestra de N = 1024 espines y
concentracion x = 0,09375, cuya fase estd dividida tinicamente en dos islas. A pesar de que
no es un sistema tipico (a ese tamafio y concentracion el nimero medio de islas es de 4,4),
nos servird para visualizar en una forma sencilla las predicciones del nuevo pardmetro de
orden. La figura 4.4 representa la fase, en la que se han diferenciado los espines de las dos
islas (por simplicidad se han eliminado los enlaces).

En primer lugar, consideremos la densidad de probabilidad P de que el sistema
tenga un determinado orden dado por las funciones ¢, y 9, , las cuales estan definidas por
la ecuacion (4.1) (las islas 1 y 2 poseen, respectivamente, 940 y 17 espines). La figura 4.5
muestra, para diferentes temperaturas, una secuencia de esta distribucién. En la préxima
seccién veremos que a esta concentracion, el sistema experimenta una transiciéon de fase
continua a una temperatura critica T = 1,4. El andlisis de dicha figura es como sigue. A
temperaturas mayores a T (T = 100 y T = 3), la distribucién tiene la forma de una funcién
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normal bivariada, con valores medios de ¢, y ¢, iguales a cero y diferentes dispersiones.
Que el ancho de la distribucién en la variable ¢, sea mayor que en ¢, no es nada extrafo.
Recordemos (ver secciéon 2.3), que la dispersion de una dada cantidad extensiva
normalizada al tamafio del sistema N (que es el caso del pardmetro de orden), es
proporcional a N, En este caso, como hay una gran diferencia de tamafio entre las dos
islas que conforman la fase, debe existir una mayor dispersién para cualquier cantidad
medida sobre la estructura mas pequena.

Figura 4.4. Fase de una muestra de N = 1024 espines y concentracion x =
0,09375. Los espines de las dos islas se han diferenciado con circulos blancos y
negros (940 y 17 para cada isla).

Si continuamos descendiendo la temperatura, encontramos que la distribucion
desarrolla dos maximos bien definidos. Esto se puede apreciar claramente en la figura 4.5
paraT = 1,8 y T = 1,7. Como vemos, la distribucién se ha partido a lo largo de 0,
mientras, la proyeccién en la variable ¢, , mantiene la forma de una funcién normal
centrada en cero. Es decir, a esta temperatura, existe una probabilidad apreciable de
encontrar a la isla menor con un grado elevado de orden (¢, = *1), mientras la mayor
permanece desordenada. Esta primera separacion no sugiere la existencia de una transicion
de fase, ya que la temperatura del sistema se encuentra muy por arriba de T.. En cambio,
estamos presenciando como el desorden comienza a afectar a la dindmica del sistema. En
otros términos podemos decir que, bajo estas circunstancias, la superficie de energia libre
deberia presentar dos minimos separados por una barrera de altura finita.

A medida que nos acercamos a la temperatura critica, la distribucién comienza a
desarrollar cuatro maximos que indican una alta probabilidad de encontrar al sistema con
ambas islas ordenadas (¢, = *1 y ¢, = *1). Es decir, cada maximo corresponde
aproximadamente a una de las cuatro orientaciones posibles del conjunto de dos islas. En
la figura 4.5 este comportamiento se muestra para T = 1,6 y T = 1,5. Notemos que, atin
existe la posibilidad de encontrar a la fase desordenada, ya que la distribucién posee una
probabilidad apreciable para ¢, = 0 y ¢, = 0. Esta situacién cambia drasticamente cuando
alcanzamos T. . De hecho, analizando cuidadosamente la distribucién para T = 1,4
mostrada en la figura 4.5, podemos apreciar que ahora la probabilidad de encontrar a la isla
mayor desordenada es préacticamente cero (mientras que a la isla menor atn podemos
observarla desordenada). Esto sugiere que en el sistema se ha producido un quiebre en la
ergodicidad. Este comportamiento se acenttia mds cuando alcanzamos T = 1,2. Sin
embargo, todavia la isla menor pude ser observada totalmente desordenada.
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Figura 4.5. Densidad de probabilidad de los pardmetros de orden ¢, y ¢, , para

una muestra de N = 1024 y concentracién x = 0,09375, cuya fase se encuentra
dividida en dos islas de 940 y 17 espines.
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Finalmente, la figura 4.6 presenta las distribuciones del parametro de orden (4.2) (aquel que
suma el efecto de todas las islas) para la muestra de la figura 4.4 y para diferentes
temperaturas. Podemos apreciar que aqui, han desaparecido los efectos espurios
manifestados en la distribucién del pardmetro de Edwards y Anderson (ver figuras 4.2 y
4.3).

14 T T T T T T ' T
12 4 T =100 T=05
P@) {|—
10 -
g T=12 — |

24 _
0 t | : } t f t } f
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
o
Figura 4.6. Densidad de probabilidad del pardmetro de orden (4.2) para la
muestra de la figura 4.4.

Debemos tener en cuenta que el andlisis anterior se efectué para una muestra de
tamafio finito. Sin embargo, el ejemplo sugiere que al producirse la transicion, el espacio
fase se divide en s6lo dos cuencas ergddicas (sefialadas con ¢, = £1). A su vez, cada una de
estas se encuentran divididas en dos regiones (cada una sefalada con ¢, = £1), separadas
por una barrera de altura finita (situada a ¢, = £1 y ¢, = 0). Si ahora suponemos que en el
limite termodindmico, la fase estd formada por una estructura mayor infinita (que percola),
rodeada de un ntimero infinito de pequefias islas, entonces la descripciéon anterior es atin
vélida: tendremos dos cuencas ergddicas (identificadas con cada una de las dos
orientaciones de la isla mayor), divididas cada una en infinitas regiones separadas por
barreras de altura finita (cada region identificada con una orientacién posible de las islas
menores).

Los célculos realizados en el capitulo 3, sirven para apuntalar atn maés las
suposiciones realizadas en el parrafo anterior. Recordemos que determinamos que & = 0,5.
Esto implica que la fase siempre estard presente, ya que la RD se encargard de ligar a una
fraccién importante de espines. Sin embargo, los estudios topolégicas también indicaron
que su estructura interna cambia con la concentracién. De hecho, sabemos que por debajo
de x = 0,1 predomina una isla mayor (de entre infinitas islas), mientras a x = 0,5 esta misma
formacién tiende a desaparecer. Consideramos l6gico suponer que, todos los conjuntos de
espines solidarios cuya extension sea mucho menor que la del sistema, no aportaran a la
estabilidad de la fase. Las orientaciones relativas entre dichas estructuras, deberian indicar
tnicamente la presencia de un minimo local en la superficie de energfa libre. Por otro lado,
si alguna de las islas de espines solidarios llega a ser suficientemente grande como para
percolar a través del sistema, podria ser la responsable de mantener la cohesion o el orden
magnético incluso a una temperatura finita mayor que cero. De alli que, su orientacion
servirfa para indicar en qué cuenca ergddica nos encontramos.

A pesar de que el método de exploracion dirigida descripto en el capitulo anterior,
fue disefiado para determinar los enlaces de la RD y la RR, es posible readecuarlo para
poder calcular directamente la fase de espines solidarios. Aunque esta tarea no ha sido
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abordada en este trabajo, en la conclusiones y perspectivas futuras, daremos los
lineamientos basicos que deberfan tenerse en cuenta para realizar tales modificaciones.

Finalmente, debemos sefialar que las ideas descriptas en este trabajo no son nuevas.
Aunque los pardmetros de orden (4.2) y (4.10) describen la memoria magnética del sistema
comparando estados, se diferencian en un punto muy importante. Mientras el de E dwards
y Anderson lo hace entre configuraciones tipicas del equilibrio, el nuevo parametro de
orden introducido aqui, proyecta cada uno de estos estados, en configuraciones del GM
que caracterizan la fase. En 1977, Binder propuso un pardmetro con caracteristicas
similares a (4.2) [Binder 1977b]. Esta funcion, se defini6 como una proyecciéon de las
configuraciones del sistema en un estado promedio, calculado sobre una de las cuencas
ergddicas en el estado fundamental. Dicho pardmetro no tomé gran trascendencia, quizés
por carecer de una descripcion clara de la fase a T = 0.

4.3 Estudio de la transicién ferromagnética a bajas concentraciones

Como vimos anteriormente, se conoce que a bajas concentraciones el modelo de
EA muestra una transicién de fase ferromagnética (lo mismo sucede con una transicion
antiferromagnética a altas concentraciones). Diversos trabajos se han realizado para trazar
el diagrama de fase, usando diferentes técnicas numéricas [Morgenstern and Binder 1980;
Nishimori 1986; Ozeki and Nishimori 1987]. Debido a que se espera que la fase sea
predominantemente ferromagnética, usualmente se ha empleado la susceptibilidad
magnética para encontrar la temperatura critica a una dada concentracién. En lo que sigue,
recuperaremos el mismo diagrama de fase usando el nuevo pardmetro de orden (4.2). La
finalidad es obvia: deseamos poner a prueba el marco tedrico introducido en la seccion
anterior.

Describiremos ahora, como se realizé el estudio de tamafio finito del sistema
[Binder 1979; Nieto 1998; Ramirez-Pastor 1998]. Para cada una de las concentraciones, las
cantidades analizadas fueron calculadas sobre un amplio rango de temperaturas, para
diferentes muestras y para varios tamafios de red, usando siempre simulaciéon de MC
(empleando la misma estrategia descripta en el seccion 2.2). Entre las mds importantes
tenemos: la capacidad calorifica por sitio de red (en unidades de k)

(1), ~(m); ]

C(N,T)= NT?

(4.12)

y el parametro de orden

<I><N,T>=[< ) S |¢,-|> } : (4.13)

donde H es el hamiltoniano y los subindices T y M representan, respectivamente, un
promedio térmico y uno en el desorden. A su vez, es usual también determinar la
dispersion del pardmetro de orden (o susceptibilidad)

(N, T)= ¥[<CI>2>T —(®) }M (4.14)

y su cumulante de Binder [Binder 1981, 1984]

[(o).],

‘I’(N,T):1—3[<¢Z>J

(4.15)

M
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Como es bien conocido, en el limite termodinamico cantidades como (4.12) y (4.14)
o las derivadas primeras con respecto a la temperatura de (4.13) y (4.15), divergen cuando T
— T.. Sin embargo, para un tamario de red finito N = L x L, s6lo desarrollan un maximo
a una temperatura que denominaremos T-(L). Se espera que dichas cantidades, tengan una
dependencia con el tamafio lineal del sistema de la forma:

cte

K.(L)=K, t (4.16)

donde K. = 1/ T, V es el exponente asociado a la divergencia de la longitud de correlacion
en el punto critico y la constante depende de la cantidad analizada. Si consideramos que la
universalidad de la transicién ferromagnética no cambia, podemos tomar el valor de v = 1.
La ecuacion (4.16) nos permite realizar una extrapolacién para determinar la temperatura
critica del sistema. Otra forma de calcular T, consiste en determinar el punto de corte de
los cumulantes para los diferentes tamafios de red. Esta metodologia, propuesta
originalmente por Binder [Binder 1981], es ampliamente usada para estudiar las transiciones
de fase continuas.
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Figura 4.7. Capacidad calorifica para una concentraciéon x = 0,03125,
promediada sobre 100 muestras de red.

Consideremos un ejemplo. La figura 4.7 representa la capacidad calorifica para una
concentracion x = 0,03125 y para diferentes tamafios de red (promediada sobre 100
muestras). Vemos que la temperatura a la que se desarrolla el méximo T(L) cambia con L.
Usando la ley de escaleo (4.16), podemos determinar la temperatura critica del sistema
luego de extrapolar el valor de K al limite L — oo. Este proceso es mostrado en la figura
4.8 tanto para la capacidad calorifica, como para la susceptibilidad y las derivadas primeras
del parametro de orden y el cumulante de Binder.

Podemos apreciar en dicha figura que, debido a los errores estadisticos y de
simulacién, la interseccién con la ordenada no es tnica. Por lo tanto, para obtener un
primer estimador de la temperatura critica mediante este método, hemos elegido calcular
simplemente un promedio aritmético de las diferentes ordenadas al origen (cada una
asociada a un valor de K,.). Siguiendo este proceso obtuvimos T = 2,05.

Un segundo valor de la temperatura critica se obtienen de la interseccién de los
cumulantes Binder. Siguiendo con el ejemplo anterior, la figura 4.9 muestra la funciéon
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(4.15) para diferentes tamafios de red. Como podemos apreciar, las curvas se cortan en un
punto universal ¥ =0,6123aT.=2,03.
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Figura 4.8. Dependencia con el tamafio de lineal de la red, de la inversa de la
temperatura a la que se producen los méximos de C, X y de las derivadas
primeras de ® y P.

Para obtener un estimador definitivo de la temperatura critica, realizamos simplemente un
promedio aritmético de los valores calculados con las dos metodologias: T = 2,04 £ 0,02.
El intervalo de confianza anterior, fue elegido igual a la diferencia entre dichos valores.
Finalmente, la figura 4.10 muestra la convergencia del pardmetro de orden hacia una curva
limite, sefialada con linea punteada.
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Figura 4.9. Cumulantes de Binder ¥ para diferentes tamafios de red. Podemos
apreciar que las curvas se interceptan a la temperatura critica en un punto

universal ¥ = 0,6123.

La tabla 4.1 presenta los valores de T calculados para bajas concentraciones de

enlaces AF. A su vez, se reportan también el rango de L usado, AL, y el ntimero total de
muestras estudiadas. Para x = 0 tenemos la temperatura critica exacta del modelo de Ising
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ferromagnético [Onsager 1944]. El resto de los valores de T fueron calculados siguiendo
el mismo esquema mostrado en el ejemplo anterior.

1.0 T T T T T T
] —%—1 = 28
b
0.8 —O0—L=24 |
’ x = 0,03125 ——L =20
—A—1 =16
0.6 —0—L =12
——I = 8
0.4 - i i
0.2
T_=2,04= 0,02
0.0 : : : a : : :
1.0 1.5 2.0 25 T 3.0

Figura 4.10. Pardmetro de orden para diferentes tamarios de red.

Podemos observar en la tabla que, el niimero de muestras que debieron considerarse se
increment6 al aumentar x. Esto se debe a que el niimero de realizaciones posibles del
desorden, crece a medida que aumenta la concentracion.

X T AL N° muestras

0 22692 | e | e
0,0139 2,17 £0,01 6-30 500
0,0312 2,04+ 0,02 8-28 600
0,0417 1,95 + 0,02 6-36 900
0,0555 1,84 +0,03 6-36 900
0,0625 1,78 £ 0,04 8-32 1.400
0,0694 1,70 £ 0,04 6-36 1.200
0,0833 1,56 + 0,05 6-36 1.660
0,0937 1,46 £ 0,10 8§-32 3.215
0,0972 | e 6-30 3.000

Tabla 4.1. Temperatura critica para diferentes concentraciones de enlaces AF.

Las dos dltimas columnas indican, el rango de tamafio AL y el ndmero total de
muestras estudiadas.

Por otro lado, los efectos de tamario finito también aumentan con el incremento de
x. Esto obliga a usar redes y tiempos de MC cada vez mds grandes, dificultando los
estudios a concentraciones mayores. De hecho, la temperatura critica a x = 0,0972 no
pudo ser calculada adecuadamente. La figura 4.11 muestra el cruce de cumulantes para
diversas concentraciones dentro del rango aproximado 0 — 0,1. Apreciamos que, al
incrementar la concentracién, los cumulantes se interceptan en un valor mayor que P
Esto nos dice que la universalidad de la transicién podria estar cambiando (si se mantuviera
la universalidad de la transicién ferromagnética, los cumulantes siempre deberian cruzarse
en ¥). Sin embargo, debido a que han sido analizadas una cantidad de muestras
suficientes como para descartar los errores muestrales, atribuimos este comportamiento
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directamente a los efectos de tamafio. De hecho, por cada incremento en N, observamos
que el punto de cruce desciende con una tendencia hacia V.

0.68 T T T T T T T T T T T

4 - X = 0/0937

0.54 —
1.00 125

.
T

T
2.25 2.50
T

\ (NN
T T T

T T
1.50 1.75 2.00

Figura 4.11. Cruce de cumulantes de Binder ¥ para diferentes concentraciones.
Podemos apreciar que, debido a los efectos de tamafo, las curvas no se

interceptan en el punto universal ¥".

La figura 4.12 muestra el diagrama de fase para la transiciéon ferromagnética
obtenido en este trabajo. Los circulos con sus barras de error corresponden a los valores
reportados en la tabla 4.1. Debido a los efectos de tamafio, no se pudo cerrar
adecuadamente el diagrama de fase con la metodologia empleada en este trabajo.

25 T T T T T T T T T
1 e Fase Paramagnética 1
T 2.0 IS -

g
C ] Q*@\ i _
1.5 R J .
Fase Ferromagnética

1.0 .
0.5+ 4

0.0 T T T T T T T — T

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 X 0.125

Figura 4.12. Diagrama de fase a bajas concentraciones para el modelo de EA.
Los circulos con sus barras de error corresponden a los resultados de MC. En
cambio, la linea punteada, es s6lo una especulacion.

La ausencia de un corte en los cumulantes a x = 0,0972 nos dice tinicamente que, en el
entorno de ese valor deberia encontrarse la concentracion critica x (la concentracion para
la cual T. = 0). Para completar el diagrama (linea punteada en la figura 4.12), se recurri6 a
la informacién disponible en la literatura. Por un lado, estudios numéricos recientes sobre
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la estabilidad de la fase (donde toman la fase como todos los espines del sistema) en el
estado fundamental, sitdan la concentracion critica en x. = 0,104 = 0,001 [Kawashima and
Rieger 1987]. Por otro lado, célculos de grupo de renormalizacién, sugieren que la
presencia de una singularidad en la distribucién de entropia de frustracion, es causada por
un diagrama de fase que se cierra con una linea vertical [Nishimori 1986]. Dicha recta se
extiende entre el punto que se forma por la interseccion de la funciéon

1

X =—" 417

1+exp(2/T) (+17)
con el borde de la fase, y T = 0. Si esto es correcto, podemos cerrar el diagrama trazando
una recta vertical desde x. = 0,104 y T = 0, hasta que la misma intercepte a la funcién
(4.17). Este ha sido el criterio seguido para dibujar la linea de fase en la figura 4.12 (linea
punteada).

25 T T T T T T T T

[Domany 1979]
T =22636-7264 x + O(x")

2.0 1

1.5+

[Ozeki and Nishimori 1987] ——
1.04  [Nishimori 1986]
x=1/[+exp(2/T)]

o L

[Kawashima and Rieger 1997] u
x.=0104 a T_=0
0.0 T T T CI T T '\I‘* T .
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 X 0.125

Figura 4.13. Informacién disponible en la literatura relacionada con el diagrama
de fase a bajas concentraciones para el modelo de EA. Los circulos con sus
barras de error corresponden a los resultados de MC.

La figura 4.13 muestra tanto la informacién obtenida aqui, como aquella disponible
en la literatura. Podemos apreciar un buen acuerdo entre la simulaciéon de MC, y el
calculado realizado mediante matriz de transferencia hace ya unos afios (éste es uno de los
reportes méas recientes) [Ozeki and Nishimori 1987]. A su vez, también vemos que la linea
tangente al diagrama para exactamente x = 0, coincide con la determinada por medio de
célculos variacionales [Domany 1979].

Finalmente, debemos destacar que el diagrama de fase reportado por Ozeki y
Nishimori (ver figura 4.13), fue obtenido analizando la susceptiblidad magnética. Aunque
la magnetizacion no es el mejor pardmetro de orden (ya que no tiene un tnico valor en el
estado fundamental), esta funcién es capaz de acusar la transicion de fase. De hecho, sus
cumulantes son idénticos al del nuevo pardmetro de orden. Esto es légico, ya que la
transicion es predominantemente ferromagnética.  Sin embargo, superada x. , la
magnetizacién ya no puede ser usada como pardmetro de orden. Como veremos en la
siguiente seccion, es a partir de esta concentracién que el nuevo esquema tedrico cobra su
mayor importancia.

61



4.4 Anilisis del comportamiento critico a x = 0,5

A diferencia de lo que sucede para bajas concentraciones, el comportamiento
critico del modelo de EA a x = 0,5 atn sigue siendo un tema controversial. Aunque la
mayoria de los trabajos publicados sugieren la existencia de una transicion de fase en dos
dimensiones a T = 0, las evidencias aportadas no son suficientemente convincentes como
para arribar a conclusiones definitivas. En esta seccién, comenzaremos revisando la
informacioén reportada en la literatura. Posteriormente, analizaremos todos los datos
obtenidos en este trabajo de tesis. Veremos que, una vez més, a pesar de que todo indica
la existencia de una transicion continua a temperatura cero, atin quedan suficientes
interrogantes por responder antes de cerrar definitivamente esta discusion.

Uno de los caminos elegidos para estudiar el comportamiento critico ha sido el de
calcular numéricamente el pardmetro de orden de Edwards y Anderson (4.10) y su
cumulante. Como indicdbamos anteriormente, las diferentes conclusiones a las que se han
arribando estdn encontradas. Mientras algunos sostienen la existencia de una transicién de
fase a T. = 0 [Morgenstern and Binder 1979; Singh and Chakravarty 1986; Bhatt and
Young 1988] otros, recientemente, han reportado evidencias que sefialan que la misma
sucede a una temperatura finita mayor que cero, T = 0,25 [Shirakura and Matsubara 1996,
1997; Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000]. Ambas posturas pueden ser cuestionadas.
En primer lugar, los trabajos méds modernos en los que se calcula el pardmetro de orden de
Edwards y Anderson (aquellos que reportan T. = 0,25) son evidentemente mas
exhaustivos. De hecho, la implementacién de nuevos algoritmos y computadores mas
veloces, ha permitido alcanzar temperaturas de hasta T = 0,1 y tamafios de red de N = 400
espines [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000]. De alli que una cuota de confianza
deberia depositarse sobre estas publicaciones. Sin embargo, tanto los nuevos como los
viejos trabajos carecen de algo muy importante: un pardmetro de orden bien comportado.

‘U.EJ' T T T T T T T T
(.85 —
0.8 -
f]l?ﬁ L 1 L | i 1 L |
0 0.2 04
/]

Figura 4.14. Cruce de cumulantes (g en la figura) que sugiere la existencia de un
punto universal a T = 0,25 [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000].

Como sefialamos en la seccion 4.2 (ver figuras 4.2 y 4.3), la distribucién del
pardmetro de orden de Edwards y Anderson a muy bajas temperaturas, tiene un valor

finito para Q = 0. Este comportamiento no deseado persiste incluso en el limite
termodindmico [Bhatt and Young 1988; Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000]. Es
posible que, estos efectos espurios introduzcan suficiente perturbacion como para
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observar un cruce de cumulantes (que realmente no exista). La figura 4.14 muestra los
cumulantes de Binder del pardmetro de orden de Edwards y Anderson reportados por
Shiomi et al. [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000]. Podemos observar un cruce de
cumulantes que indica, aparentemente, la existencia de un punto universal a T = 0,25. Sin
embargo, debemos destacar un grave inconveniente. Usualmente, cuando el sistema
alcanza el estado fundamental, la distribuciéon del pardmetro de orden tiende a una funcién
delta de Dirac (o a dos deltas centradas en £ 1, como en el caso de la magnetizacién),
originando que el cumulante de Binder tome aproximadamente el valor 2/3 (ver figura
4.9). Debido a que Shiomi ef al. utilizan un cumulante normalizado a uno (en nuestro caso
deberfamos multiplicar la ecuacién (4.15) por 3/2), entonces se deberfa observar que y —
1 cuando T — 0. En su lugar, si extrapolamos, vemos que dificilmente se pueda cumplir
esta propiedad.

Este comportamiento anémalo, tiene su origen en la gran degeneracion del estado
fundamental. De hecho, si la distribucién de enlaces es gaussiana, el cumulante de Binder
del pardmetro de orden de Edwards y Anderson yy — 1 cuando T — 0 [Shiomi, Matsubara
and Shirakura 2000]. Esto se debe a que su estado fundamental es tinico (en comparacion,
el fundamental para la distribuciéon * | es degenerado). En este caso, Shiomi et al. llegan a
la conclusién de que T. = 0, resultado que acuerda con el resto de los reportes citados.

Probablemente, estos inconvenientes con la distribucién del pardmetro de orden de
Edwards y Anderson, puedan ser la causa de que existan pocos reportes con esta
informacién. La gran mayoria de los trabajos centran su atencién en estudiar la estabilidad
de la fase (se consideran a todos los espines como pertenecientes a la fase). Comtinmente,
las metodologias usadas permiten no s6lo determinar la existencia o no de una transicién,
sino también calcular la temperatura a la que sucede. La idea basica fue tomada prestada
de una aplicacion de la teoria de grupo de renormalizacion [Bray and Moore 1984;
McMillan 1984]. Cuando se renormaliza una red en bloques de dimensién L, se obtiene
un acoplamiento efectivo entre éstos, ;. Usualmente, se encuentra que la dependencia de
esta cantidad con el tamafio lineal L sigue una ley de potencia:

J, ~L%. (4.18)

El exponente en (4.18) determina el comportamiento critico del sistema. Si 6, <0 (85 > 0),
se infiere que la transicion de fase sucede a T. = 0 (T > 0) [Bray and Moore 1984].
Cuando 05 = 0 el comportamiento es marginal. En este caso, decimos que la dimensién
del sistema d, es igual que la dimension critica inferior d.. (d. es la mayor dimension para la
cual atn T. = 0). Dealli que, 6, < 0 (85> 0) implicad < d. (d > d.).

En la préctica, para estimar el acoplamiento |, , se calcula el defecto de energia AE para
una muestra de dimensién lineal L en su estado fundamental. Los diferentes autores
difieren en la forma de llevar a cabo esta tarea. De hecho, los valores reportados del
exponente 0, , dependen de que criterio elegido. Una de las metodologias mds usadas para
estimar AE, consiste en calcular la diferencia de energfa del estado fundamental entre dos
muestras idénticas (es decir, con la misma distribucién de enlaces), a las que se han
incorporado diferentes condiciones de borde. Por ejemplo, es usual elegir para una de ellas
condiciones de borde periddicas en las dos direcciones y, para la restante, condiciones de
borde periddicas en una direccion y antiperiédicas en la otra [Matsubara, Shirakura and
Shiomi 1998; Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000]. La dependencia de AE (o ], ) con L,
permite tener una idea de cuén estable es el estado fundamental.

Para el caso del modelo de EA en la red cuadrada (d = 2) con una distribucién de
enlaces gaussiana, los diferentes autores arriban a la conclusion de que T.= 0 yd < d. , ya
que al menos coinciden en que el exponente 0, es negativo (los valores reportados estan
entre 0, = -0,28 y 0, = -0,2) [Bray and Moore 1984; Matsubara, Shirakura and Shiomi 1998;
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Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000; Hartmann and Young 2001; Amoruso et al. 2003].
Sin embargo, no hay un acuerdo entre ellos cuando la distribucién de enlaces es discreta

(cuando tenemos igual cantidad de dos tipos de enlaces £ | ).

Si nos independizamos de la idea original de la teoria de grupo de renormalizacion,
podemos determinar la estabilidad de la fase a una temperatura finita, calculando la
diferencia de energia libre AF entre dos muestras idénticas, mediante el mismo proceso
utilizado para estimar el defecto de energia [Matsubara, Shirakura and Shiomi 1998].
Entonces, la generalizacién de (4.18) para una dada T serfa:

AF ~L%. (4.19)

Es légico suponer que para T < Ty T > T. deberfamos tener, respectivamente, 6 > 0 y 0,
< 0 (notemos que AF se reduce al defecto de energfa cuando T = 0). Esta metodologia
permite estimar la temperatura critica: para T = T debemos esperar 6, = 0 (sid = d.). Este

es el camino seguido por Shiomi ef al. para consolidar el cruce de cumulantes mostrado en
la figura 4.14 [Matsubara, Shirakura and Shiomi 1998; Shiomi, Matsubara and Shirakura

2000]. Estos autores encuentran que 6;> 0 para T = 0 y 0, = 0 para T = 0,2 (valor que es

muy cercano al estimado por el cruce de cumulantes, T = 0,25).

Hace ya unos afios se han puesto en duda estas conclusiones. Célculos realizados
exhaustivamente, parecen indicar que 6; = 0 en el estado fundamental (lo que implicaria
directamente que T. = 0) [Hartmann and Young 2001]. EIl argumento esbozado por
Hartmann y Young es que, probablemente, las conjeturas dadas por Shiomi et al. son
prematuras. Dicha critica se basa en que estos autores usaron redes pequefias de hasta L =
24, estudiando el estado fundamental mediante simulaciones de Monte Carlo, en lugar de
hacerlo con un algoritmo de célculo exacto [Hartmann y Young han estudiado miles de
redes de hasta L = 480 a T = 0].

Suméndose a la controversia, recientemente se ha propuesto que el valor de 6, = 0
determinado para el estado fundamental (calculando el defecto de energfa) no implica
directamente que d = d. [Amoruso et al. 2003]. En su lugar, se deberia interpretar que d <
d.. De hecho, diferentes estudios arriban a la conclusién de que la dimension critica es
fractal: d. = 2,5 [Franz, Parisi and Virasoro 1994; Rajiv, Sing and Fischer 1988].
Finalmente, los andlisis efectuados sobre la funcién de correlacién de pares indican que, su
comportamiento es consistente con la idea de una transicién termodindmica a temperatura
cero [Morgenstern and Horner 1982; Morgenstern 1983; McMillan 1983]. A su vez se ha
observado que, el tiempo de MC necesario para alcanzar el equilibrio (con una dindmica
tipo spin flip), muestra una ley tipo Arrhenius [McMillan 1983] a partir de la cual se infiere
que la altura promedio de las barreras de energia que separan los distintos valles deberian
ser finitas (= 16 ]) [Morgenstern 1983]. Como podemos apreciar, todo parece indicar que
en el modelo de EA en dos dimensiones a x = 0,5, la temperatura critica es cero. En lo
que sigue, veremos que nuestro trabajo es un nuevo aporte que sefiala en esa misma
direccion.

Comenzamos considerando el nuevo pardmetro de orden (4.2). La figura 4.15
muestra que, hasta un tamafio lineal de L = 12, no se observa evidencia de un cruce de
cumulantes a una temperatura finita. Los célculos se realizaron exhaustivamente,
empledndose un tiempo de MC de r = 5 x 10* para cada temperatura (y una cantidad igual
para alcanzar el equilibrio, 7, = 5 x 10%), valor que es mucho mayor que el usado para
determinar la entropia del estado fundamental (ver capitulo 2). Esto permiti6 alcanzar una
temperatura més baja de T = 0,2 (del orden de la temperatura critica reportada por Shiomi
et al.). Aunque este valor es mayor que el minimo alcanzado por Shiomi et al. (T = 0,1 ver
figura 4.14), creemos que es muy improbable que cualquier mejora en el algoritmo, permita
observar un cruce de cumulantes.
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Si la dimensién critica inferior es igual o menor que d = 2 y la transicién de fase
ocurre a una T = 0, el cumulante de Binder deberia escalear como

Y, =P(eL), (4.20)

donde & = T - T, V el exponente de la longitud de correlacién y ¥ una funcién universal
de saaling [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000].
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Figura 4.15. Cumulantes de Binder del pardmetro de orden (4.2), para diferentes
tamafios de red (2.000 muestras por cada N). En el insert podemos observar
que, no se registra evidencia de la existencia de un punto universal de cruce.

En el reporte més reciente [Bhatt and Young 1988] que sefiala que T. = 0, se logra
colapsar los cumulantes del pardmetro de E dwards y Anderson, tomando v = 2,6.
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Figura 4.16. Colapso de los cumulantes de Binder del pardmetro de orden (4.2),

tomando T = 0yV = 2,6.
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Este valor del exponente, acuerda muy bien con el obtenido analizando directamente la
funcién de correlacion de pares: v = 2,64 * 0,23 [McMillan 1983]. En la figura 4.16
podemos apreciar que, para nuestro pardmetro de orden, también es posible lograr un
colapso de los cumulantes con esos mismos valores.
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Figura 4.17. Colapso de los cumulantes de Binder del pardmetro de orden (4.2),
tomando T. = 0,23 yVv = 2.

Con la intencién de realizar una comparacion, en la figura 4.17 podemos apreciar
un nuevo colapso, esta vez tomando T. = 0,23 yV = 2. Esto fue lo reportado por Shiomi
et al. [Shiomi, Matsubara and Shirakura 2000], como el mejor par encontrado para colapsar
los cumulantes de Binder del parametro de Edwards y Anderson (el valor de T = 0,25
reportado por los autores, proviene tanto del andlisis del colapso de los cumulantes como
de la estabilidad de la fase). Considerando que los datos de simulacion acarrean errores
numéricos y muestrales, concluimos que ambos colapsos son aceptables.
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Figura 4.18. Distribucién de los valores de / para los tamarios L = 8, 12 y 16 (se
han tomado 2.000 por tamano).

66



Asi expuesta, esta informacién es muy ambigua. De hecho, atn es posible colapsar
los cumulantes de la figura 4.15 usando T. = 0,1 yv = 24 o, incluso, T = 0,3 yv = 19.
Sin embargo, el colapso mostrado en la figura 4.16, tiene una particularidad muy
importante: en él se ha usado un valor para el exponente V, calculado independientemente
(analizando la funcién de correlacién de pares). Esto le da claramente una ventaja frente a
los otros andlisis.

Otra forma de determinar el comportamiento critico del sistema, es analizando
directamente la RD (la cual estd intimamente relacionada con la fase). Recordemos que a
una concentracion de x = 0,5, tanto £, como p mostraban una tendencia descendente con
N, a pesar de que h convergia rdpidamente a 0,5 (ver figura 3.11). Esto parece indicar que,
en el limite termodindmico, la isla mayor de espines podria desaparecer. De confirmarse
esta especulaciéon, nos quedarfamos con una fase notoriamente debilitada. Una
informacién mas detallada de la estructura de la RD, se muestra en las figuras 4.18 y 4.19.
En la primera de ellas, se observa cémo se distribuye el valor de h para tamafios L = 8, 12
y 16 (2.000 muestras por cada tamafio de red). Podemos apreciar que, lentamente, esta
distribucién comienza a centrarse y a volverse menos extensa, confirmando la
convergencia de & hacia un valor distinto de cero. Por otro lado, la figura 4.19 muestra el
mismo tipo de informacion, esta vez para la isla mayor de la RD.
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Figura 4.19. Distribucién de los valores de 1, para los tamafios L = 8, 12 y 16
(se han tomado 2.000 por tamario).

Para L = 8, vemos que la distribucién presenta dos méaximos bien definidos. Sin embargo,
a medida que aumentamos el tamafio de red, observamos que el nimero de muestras que
poseen una isla mayor de grandes dimensiones (f,, > 0,5), comienza a descender. La
tendencia sugiere la desaparicién de esta estructura dominante (tengamos en cuenta que,
de existir otra isla en la muestra, no puede ser mas extensa que la mayor).

Aunque el andlisis de las distribuciones de h y h,, es superficial, los datos obtenidos
hasta L = 16, sugieren que la fase es inestable e incapaz de mantener una correlacion de
largo alcance a una temperatura mayor que cero. Como vimos anteriormente, a partir del
colapso de los cumulantes de Binder del pardmetro de orden (4.2), llegamos a la misma
conclusion: todo parece indicar que T = 0 para el modelo de EA en dos dimensiones con
una distribuciéon de enlaces discreta = J. Finalmente, en las perspectivas futuras,
propondremos cOémo proseguir este andlisis, para dilucidar definitivamente el
comportamiento critico de este modelo de vidrio de espin.
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Conclusiones y perspectivas futuras

En este trabajo hemos estudiado mediante simulacién de MC el modelo de EA. En
el capitulo 2, comenzamos explorando la factibilidad de calcular la entropia del estado
fundamental con el método de integraciéon termodindmica o MIT. Como vimos, esta
técnica permitié estudiar hasta 2.000 muestras de tamafio N = 400. A su vez, realizamos
un andlisis de los errores mds importantes que se cometen al implementar esta
metodologia. El valor de entropia obtenido, acuerda satisfactoriamente con aquellos
reportados en la literatura. Esto demuestra que, es posible usar una dindmica de Glauber
para calcular cantidades termodindmicas del estado fundamental de wun sistema
desordenado.

Posteriormente, desarrollamos una nueva técnica llamada MED, para determinar
los pardmetros de orden que caracterizan el estado fundamental (ver capitulo 3).
Especialmente, calculamos la RD y la RR de miles de muestras de diferentes
concentraciones y tamafios. Aunque centramos nuestro trabajo en la puesta a punto de
esta nueva técnica, se realizaron los primeros estudios topoldgicos de la informaciéon
obtenida. Esta sugiere que, a bajas concentraciones y en el limite termodinamico, la RD (o
RR) esta fraccionada en infinitas islas, predominando una estructura denominada isla mayor
(la cual tiene una dimension lineal igual a la del sistema). Més precisamente comprobamos
que, para x < x. = 0,1, la fraccién de enlaces que la forman converge a un valor distinto de
cero. Por arriba de esta concentracion critica, los célculos preliminares indican que la isla
mayor de la RD comienza a desaparecer. Este comportamiento fue verificado para x = 0,5.
Esto sugiere que la RD percola s6lo hasta x. , manteniendo cohesionada la fase
ferromagnética. Sin embargo, estudios recientes de precolacién [Vogel et al. 1998], indican
que dicho fendmeno sucede para x = 0,5. Nosotros pensamos que, este estudio deberia
realizarse nuevamente incorporando tamafos de red mayores, debido a que la informacién
introducida en el presente trabajo, indica que en el limite termodindmico deberia
desaparecer la isla mayor (es decir, no tendria una extensiéon comparable a la del sistema),
Probablemente se llegue a la conclusion de que, las RD que percolan se vuelven cada vez
mdas improbables cuando N — oo. Como toda esta informacién fue almacenada,
posteriores estudios de percolacién podrian realizarse sobre este conjunto de redes.

Por otro lado, es necesario en el futuro introducir mejoras a MED. Como
analizamos en el capitulo 3, existen un conjunto de configuraciones relevantes que deberian
ser visitadas para resolver la estructura de la RD. En este trabajo, la metodologia para
encontrar esas configuraciones nos ha permitido avanzar considerablemente en el tamafio
de las redes que pueden ser tratadas. Sin embargo, atin es posible realizar mejoras
significativas. De hecho, con el MED indagamos cada uno de los enlaces de la RDP, lo
cual no es necesario. Haciendo un andlisis topolégico previo de esta estructura provisoria,
es posible delinear un btsqueda mas precisa. En teorfa, esto permitiria disminuir
considerablemente los tiempos de simulacién. Sin embargo, el inconveniente mads
importante que debemos solucionar en el futuro, es la mejora del algoritmo usado para
acceder al estado fundamental. Recordemos que el MED, puede implementarse con
cualquier técnica numérica que nos permita llegar al GM. En el futuro, podria usarse un
algoritmo de tipo genético y buisqueda balistica [Hartmann 2000], o dindmicas de tipo spin
flip como el n-Fold-Way [Bortz, Kalos and Lebowitz 1975]. Estas mejoras repercutirdn
considerablemente en los célculos en tres y cuatro dimensiones.

También debemos tener en cuenta que la RD no nos da exactamente la estructura
de la fase. En la seccion 3.3 (figura 3.7 y 3.8) pudimos comprobar que, existe la posibilidad
de tener muestras con una isla mayor de espines, més grande que la identificada a través de
la RD. Al incrementar el tamafio del sistema, estos mecanismos podrian llegar a ser més
eficientes para establecer vinculos entre las diferentes islas de la red diluida. Entonces, esto
originaria que la fase tuviera un nimero de islas menor que la RD. Por supuesto, el
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estudio del fenémeno serfa de gran importancia ya que, de existir, ayudaria a estabilizar la
fase. Por otro lado, si comprobamos que el efecto no es notorio, afianzariamos la idea de
una temperatura critica igual a cero.

Las diferencias entre la RD y la fase son muy importantes. Mas alld del proceso de
célculo, la red diluida se construye observando el comportamiento de todos los pares de
espines que son primeros vecinos, sobre todas las configuraciones del estado fundamental
(o lo que es lo mismo, observando el estado de todos los enlaces). Por otro lado, el
proceso de construccién (directo, sin usar la RD) de la fase es mas complejo. Una forma
idealizada de obtener esta informacion, consiste en recorrer todas las configuraciones del
estado fundamental, observando el comportamiento de los espines desde la perspectiva de
uno solo de ellos, el cual ha sido tomado como referencia. Esto permite discriminar cual es
el conjunto que realmente es solidario al espin elegido. Repitiendo este esquema, podemos
calcular la estructura de la fase. Como vemos, hay diferencias fundamentales en los
procesos de construccion. Mientras para la RD se observa un comportamiento de corto
alcance, para la fase hay que tener en cuenta en todo momento al sistema completo.

Estos son los motivos para avanzar en la modificacion del MED, que permitan
calcular directamente la fase (sin la RD como intermediario). Dichos cambios pueden
realizarse facilmente. Comenzamos usando como prototipo de fase a los espines que
vincula la RD (en este caso el prototipo tiene menos componentes que la fase real ya que,
sin duda, todos los espines que vincula la RD pertenecen a la misma). Podemos indagar al
resto de los espines, para comprobar si mantienen vinculos con alguna de las islas. Una
forma de hacerlo, serfa congelando la orientacién de un espin de una isla de la fase
prototipo, en relacién a la orientaciéon de aquel que estamos indagando. Si para las dos
orientaciones posibles de este par siempre podemos acceder al fundamental, entonces el
vinculo no existe. Por otro lado, estos dos espines seran solidarios, si para una sola de las
orientaciones relativas llegamos al GM. Este proceso puede ser repetido reiteradas veces,
hasta resolver todos los vinculos que no conozcamos.

En el capitulo 4, estudiamos la transicion ferromagnética a bajas concentraciones.
Como vimos, con el nuevo pardmetro de orden se puede recalcular el diagrama de fase.
Este procedimiento debe repetirse para tres y cuatro dimensiones, ya que no existen
suficientes trabajos que reporten esa informacién sobre el modelo de E A [Hartmann 1999].
Por otro lado, para estas mismas dimensiones ya x = 0,5, se ha establecido que existe una
transicién de fase a una temperatura finita mayor que cero. A pesar de que usando el
nuevo pardmetro de orden, nosotros esperamos obtener s6lo correcciones insignificantes
de la temperaturas criticas reportadas (aunque hay reportes contradictorios [Kawashima
and Youg 1996]), la importancia de corroborar estos resultados seria otra. De obtenerse un
cruce de cumulantes y un scaling adecuado que no diese lugar a dudas (los efectos espurios
en la distribuciéon del pardmetro de orden de Edwards y Anderson, persisten en tres
dimensiones), estarfamos corroborando que el esquema tedrico introducido aqui, es capaz
de disipar la controversia (mucho menor) que hay en tres y cuatros dimensiones. Por otro
lado, indirectamente esto serviria para afirmar la conclusion de que la temperatura critica en
dos dimensiones es cero. Por dltimo, la implementacion de algoritmos maés eficientes, hard
posible todos estos estudio proyectados sobre el nuevo pardmetro de orden.
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Nomenclatura

SG vidrio de espin.

T, latemperatura de freezing,

RKKY interaccion de intercambio indirecta (Ruderman, Kittel, Kasuya y Y osida).
F interaccion ferromagnética.

AF interaccién antiferromagnética.

EA modelo de Edwards y Anderson * |.

GM estado fundamental.

T temperatura del sistema.

T . temperatura critica.

x fraccion de enlaces AF.

ky constante de Boltzmann.

T tiempo de relajacion méaximo.

N ntimero de grados de libertad o de espines.

O, variable estadistica o espin del sitio i-ésimo.

Y; variables que describen el desorden.

Ty, tiempo caracteristico de evolucion o fluctuacion.

Toxp
F energia libre por grado de libertada.

< ...> promedio en el desorden.

H hamiltoniano.

Q volumen del espacio fase.

Z funcién de particion.

I ntimero de subsistemas.

S entropia por grado de libertada o por enlace.

G degeneracion.

A ancho de la distribucién gaussiana.

p(S) distribuciéon de entropia en el desorden.

B campo magnético externo y SAE.

J constante de intercambio.

m magnetizacion por espin.

L tamafio lineal del sistema.

d dimension del sistema.

U energia media del sistema por grado de libertada o por enlace.
® estado del sistema.

E, un operador que representa la dindmica de evolucién del sistema.
EAG modelo de Edwards y Anderson gaussiano.

J;; energia de intercambio entre los sitios i y j primeros vecinos.
d(x-y) funcion delta de Dirac.

©® red de sitios.

MC Monte Carlo.

dQ diferencial inexacto de calor.

R trayectoria en el espacio fase y camino reversible.

OW diferencial inexacto de trabajo.

TIM método de integracién termodindmica.

B=1/k,T.

W, probabilidad de aceptacién de Metr6polis.

1

1, cantidad de iteraciones que son despreciadas en el MC.

tiempo medio en el que se efecttia una medicion experimental de un observable.
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r tiempo total de MC, para el cual el sistema ya estd en el equilibrio termodindmico.
€ ntmero generado al azar.

n ntmero de estados de equilibrio entre T, y T (en TIM T;= e y T, = 0).

MT método trapezoidal.

f (y) funcion arbitraria de una sola variable.

Ay separacion entre puntos de integracion.

€ valor de la variable en un punto dentro del intervalo de integracion.

IE error de integracion.

SE error de simulacién.

SAE error de muestreo.

C constante del IE.

W (T) dependencia de SE conk yT .

A observable y constante del IE.

I, integral calculada con el MT.

I, . integral calculada con el MT y MC.

EFIS algoritmo de célculo exacto.

D constante del error muestral de la energia del GM.

n, numero medio de espines libres.

RD red diluida de enlaces.

h fraccién de enlaces que nunca se frustran.

Np es el nimero de enlaces siempre satisfechos.

div divisi6n entera.

O(k,l) funcién delta de Kronecker.

RR red rigida de enlaces.

h, fraccién de enlaces que nunca se frustran o que siempre estan frustrados.

ME D método de exploracion dirigida del nivel fundamental.

LEG conjunto de estados del GM, conectados por una dindmica de tipo spin flip
efectuada sin costo de energia.

RDP red diluida prototipo.

RRP red rigida prototipo.

n; nimero maximo de reintentos efectuados en el MED.

h,, fraccién de enlaces de la red que pertenecen a la isla mayor de la RD.

h,, fraccion de enlaces de la red que pertenecen a la isla mayor de la RR.

p maxima fraccion de espines que son solidarios en el GM.

W' conjunto que contiene la mitad de las configuraciones del GM luego de efectuar
una separaciéon ergddica determinada, o numero que expresa la mitad de la
degeneracion: W = G /2.

0; parametro de orden de una isla.

® parametro de orden.

6*]- valor que toma el espin del sitio j-ésimo, cuando la isla a la que pertenece se
encuentra ordenada (en una de sus dos orientaciones posibles).

N, ntmero de espines de la isla i-ésima.

N, namero total de espines de la fase.

q pardmetro de orden de Edwards y Anderson.

Q,,.. superposicién entre un par de configuraciones n'y m.

C capacidad calorifica.

X, dispersion del pardmetro de orden o susceptibilidad.

Y cumulante del pardmetro de orden.

K. inversa de la temperatura critica.

V exponente asociado a la divergencia de la longitud de correlaciéon en el punto critico.
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J. acoplamiento efectivo.

AE  defecto de energfa.

d. dimension critica inferior.

0, exponente que caracteriza la dependencia de J; con el tamano de la red.
AF defecto de energia libre.

€ temperatura reducida.
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